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Der erste Versueh, auf Grund der Wellentheorie des
Lichtes eine Erklirung der Beugungsphéinomene zu geben,
rithrt von Thomas Young (1802) her, der diese Erscheinung
auf die Interferenz einer direkt einfallenden mit einer von
der Bchirmkante ausgehenden Lichtwelle muriickfiihrte. Da
aber die Lage der so berechneten Beugungsstreifen mit der
Erfahrung nicht wollig iibereinstimmte; sah sich August
Fresnel (1816) veranlaBt, durch eine Erweiterung des
Huygensschen Prinzipes fiir die Theorie der Beugung ein
neues Fundament zu schaffen, das spiter von Kirchhoff
mit Hilfe der Theorie der Wellengleichung noeh fester be-
grindet wurde. Die schliefilich von Sommerfeld?) (1894)
gegebene, villig strenge Losung des Beugungsproblemes fir
eine blanke Halbebene zeigte dann, daB in diesem Spezial-
falle einerseits die nach dem Kirehhoffschen Verfahren ge-
wonnenen Formeln fiir nicht zu groBe Beugungswinkel quanti-
tativ hinreichend genau sind und andererseits sich in diesem
Falle, in qualitativer Ubereinstimmung mit der Youngschen
Vorstellung, eine einfallende und eine von der beugenden
Kante ausgehende zylindrische Beugungswelle unterscheiden

1) A, Sommerfeld, Math. Ann. 47, p. 317. 1896 und Zeitschr. £
Math, u, Phys, 46. p. 11. 1901. Diesec Arbeiten werden im folgenden mit
B. I und 8. II bezeichnet.

Annzlen der Phyelk. IV. Folge. 63. i7
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1aBt. Ubrigens wird das Vorhandensein einer solchen Beu-
gungswelle auch aus einzelnen nach dem Kirehhoffschen
Verfahren gewonnenen Lésungen plausibel.y) Maey?®) hat auch
fir den Fall der Halbebene direkt von der Kirchhoffschen
Losung die Beugungswelle abspalten konnen.

Gleichwohl ist es interessant, zu sehen, daB die Young-
sche Theorie vom leuchtenden Schirmrande sich in den nach
Kirchhoff behandelten Spezialfillen nicht nur zufillig be- -
stitigt. Wie wir nimlich zeigen wollen, 1i8t sich die Funk-
tion, die durch das von Kirchhoff benutzte Fléchenintegral
dargestellt wird, durch eine einfache Umformung spalten in
eine im Binne der geometrischen Optik zu definierende ein-
‘fallende Lichiwelle und in eine vom Schirmrande ausgehende
Beugungswelle. Dabei kann man gich die Beugungswelle nach
einem Elementargesetze entstanden denken, welches jedem
Punkte des Schirmrandes eine, allein durch die geome-
trische Lage des betreffenden Randelementes und der Licht-
quelle bestimmte, unsymmetrische Kugelwelle zuordnet. Man
iiberzeugt sich sodann, daB sich die Kirchhoffsche Lésung
durch eine regulire, gemiafB der Differentialgleichung

Au+Eku=0

erfolgende Fortsetzung iiberall im Raume, wo sich der physi-
kalische Vorgang abspielt, definieren 1liBt, was die Fest-
stellung der analytischen Eigenschaften des Kirehhoffschen
schwarzen Schirmes ermdglicht. SchlieBlich wird noch mit
Benutzung der gegebenen Umformung des Kirehhoffsehen
Integrals die Beugung an einer Halbebene behandelt, und es
zeigh sich, daB die so erhaltene Lésung mit der strengen
Sommerfeldschen sehr nahe verwandt ist, ja daB sie ge-
radezu aus den DBausteinen der letzteren sich zusammen-
setzen 140t.

§ 1. Umformung des Kirchhoffschen Beugungsintegrales.

Die wesentlichsten Tragsfulen der Kirchhoffschen Beu-
gungstheorie sind die folgenden Tatsachen und Annahmen:
% (x, y, 2) sei eine in einem Bereiche (' einmal stetig
differentierbare Lésung der Schwingungsgleichung
Auv +E2u=0,
1) G. Kirchhoff, Vorlesungen iiber math. Optik. Leipzig 1891. p. 133,
2) E. Macy, Ann. d. Phys. 40. p. 69, 1893,
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Mit & und du/dn mogen an der Begrenzung (G) des Gebistes G |
die Werte der Funktion u bzw. die ihrer Ableitung nach der
inneren Normalen % bezeichnet werden. Es stellt dann das
iber () erstreckte Flichenintegral

1 a sikr ‘iir ﬁ‘
o wff s () -5 wtor
)

eine in dem z,y, z-Raume diskontinuierliche Funktion dar,

die innerhalb G gleich % und auBerhalb dieses Gobietes gleich
Null ist. Werden aber in dem Integral (1) fiir die Randwerte
# und du/dn Funktionen gewihlt, die nicht einer in @ regu-
laren Losung von Awu 4+ k*u =0 entnommen wurden, so
stellt zwar der Ausdruck (1) eine in G regulire Losung der
Sehwingungsgleichung dar, die ihr auf (&) entsprechenden
Grenzwerte von % und du/d%n sind aber im allgemeinen wvon
den in (1) eingesetzten Werten & und @u/dn verschieden.

Kirchhoff macht nun die (qualitativ durch die Klein-.
heit der Wellenlinge nahegelegte, quantitativ aber doch nur
allein durch den Enderfolg zu rechtfertigende) Annahme,
daB an der beschatteten Beite des Schirmes § die Licht-
ausbreitung durch das Integral

1 ] B"‘T ikr a“
@ “=m.£f{“§;(“,~—]“ - 7n) of
gegeben wird, wo F die Beugungsdéffnung, d. h. irgendeine
den beugenden Behirmrand B tiberspannende Fliche ist. Fiir
# und @ufén sgind hier die Werte jener Funkfion zu nehmen,
die bei Abwesenheit des beugenden Schirmes die Ausbreitung des

Lichtes darstellt. Ist also, wie wir dies im folgenden annehmen
wollen, die Lichtquelle L punktférmig und im Endlichen ge-

e ite
legen, so werden @ und du/dn durch die Funktion sg be-

stimmt, wo ¢ die Entfernung von L bedeutet.

Das Integral (2) — wir wollen es in der Folge das Kirch-
hoffsche Beugungsintegral nennen — soll nun einer Um-
formung unterzogen werden. K sei die der geometrischén
Schattengrenze entsprechende Fldche. Sie besteht aus allen
an der Schattengeite des Behirmes gelegenen Punkten einer
Kegeolilache, die eine durch den Lichipunkt L hindurch-
gehende Gerade beim Umlaufen des beugenden Behirm-

17+




260 4., Rubinowics.

randes B erzeugt. Nehmen wir nun in dem tiiber F und
K erstreckten Integral (1) die Randwerte 4 und du/dn s0 an

. : ikp ?
wie dies der Funkt,iunsT entspricht, so erhalten wir eine
diskontinuierliche Funktion

1 aike A [fetkr ] ei?zp ‘ikr
® . w5 alE) - wlE) F

F
die nach (1) iiberall in dem ,,direkt beleuchteten von F und K

. kg
begrenzten Raume R mit °— jidentisch ist, auBerhalb B aber

verschwindet. ug (,,einfallendes %) stellt somit an der von
der Lichtquelle abgewandten Seite des Schirmes eine Licht-
verteilung dar, wie man sie bei AuBerachtlassung der Beu-
gungserscheinungen .nach der geometrischen Optik erwartet.
Beaohten wir, daB K von den Kugelflichen p = const senk-
recht geschnitten wird und deranach hier

ﬂ s.ikg
an (T) =0
und dab ferner

8 eikr 8 eﬂt ek i
o _‘._._] = F(T') - ¢08 (nr) = (? - ;;) ;“f cos (n r)

ist, so erhalten wir aus (8) fiir das Kirchhotfsche Beugungs-
integral (2) den Ausdruck

@ w=mu— o [ L) costar) af.
' K

Es eriibrigb jetzt noch, das hier auftretende Flichen-
integral, das wir in der Folge mit ug (,,gebeugtes u‘*) bezeichnen
wollen, durch eine Integration auf ein {iber den beugenden
Rand B erstrecktes Linienintegral zuriickzufihren. Als ortho-
gonale Fléchenkoordinaten wahlen wir auf K die Entfernung
von der Lichtquelle L, ndmlich p, und die Schnittlinien o der
Flache K mit den Kugelflichen p = const. Bezeichnen wir
ein Linienelement von B mit ds und seine Entfernung von L
mit p,, so ist (vgl. Fig. 1)

do = % sin(p,, ds)ds
und daher
df=dpde = -3—- sin(p,, d§) dp ds.
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Ist ferner », die Entfernung zwischen d$ und dem. betrachteten
Aufpunkte P, so gilt auf jeder durch L und ds hindurch-
gehenden Geraden:

P =r24 (¢ — )+ 27 (0 — @) cos (r,, 04) -

Da nun offenbar die Pro-
jektionen von r und r,,
die beide zu eoiner Gera-
den Ldo gehéren, auf das
von P auf Ldo gefillte
Lot einander gleich sind,
so ist

}

als
i
“-lﬂ-ﬂ-'p

;:I;;l

cos (n,7) = %Ms{ﬂ,f.':l.

Als Winkel (p,, ds), (rs,
93)3 (ﬂ-, f): I:ﬂ, fl:' sind da-
bei die Absolutbetrige
der kleinsten Winkel =zwischen den positiven Richtungen
der betreffenden Geraden zu nehmen.. Dag umzuformende
Doppelintegral uy lautet demnach:

Up = — —fds sin (g;, d §) cos(n,7,)— fd stleke (’—k - L)

)’

Nun ist

ikig+r ik ik{g+7) 1
f‘ il ‘“fde ( J A+ [@rideh ™ 2@
(1]

5 Ik(p+r}) 1 d
_fd_e (e "+ ¢ — @+ r.cos[r, o7 © €
gn

und da ferner, wovon man sich leicht iiberzeugt,

L 1 i
dg (r+9—g +rcos[r,ol)r
so ist
Ienueh}( ) j‘ ( iklp+r) 1 ]d
do (r+o—o,+rcos[r,olr ¢
o giklortm

7,2 [l.-l- 08 (¥, 04))
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Fs wird daher schlieBlich
e'ke gikn  coan, 1)

— sin(p,, ds)ds.

_?.r_ fl -1_'_!" M"“’n ol}

; 1
(0) v=ugtup=1ug+ 47
8

Fiir den Fall, da8 die Beugungserscheinungen durch eine
ebene Welle ¢'** bedingt werden, filhron die vorangchenden
Betrachtungen zu dem Ausdruck

Tkre
(Ba) w* = 0 fug = us” o+ o [ ¢ LT O gin(a, da)ds,
B

wo ug* jetzt mit Hilfe von e™® zu bilden ist und f, den Ab-
stand eines Randelementes ds von einer zur Fortschreitungs-
richtung der einfallenden Welle senkrechten und im Raume
festen Ebene, einer Phasenebens, bedeutet. Bei den folgenden
Uberlegungen werden wir uns aber ausschlieBlich auf die all-
gemeinere Formel (5) beziehen.

§ 2. Btruktur der elementaren Beugungaswelle.

Die Darstellung der Beugungserscheinungen durch das
Kirchhoffsche Beugungsintegral (2) ging von der Erfahrung
aus und wurde auch an ihr durch Versuche erprobt. In einer
ebensolchen Beziechung zur Erfahrung steht selbstverstindlich
auch seine hier gegebene Umformung (5), die, wic leicht ein-
zusehen ist, qualitativ der Youngschen Vorstellung von dem
Entstehen der Beugungserscheinungen entspricht und die
mithin als eine auf empirischer Basis ruhende quantitative
Priizisierung dieser Anschauung gelten kann. Fs entsprechen
nimlich die beiden Bestandteile, ug und ug, in der Funktion (5),
“die zundchst ebenso wie das mit ihr identische Integral (2)
nur an der Schattenseite des Schirmes den Beugungsvorgang
darstellen will, unmittelbar der einfallenden und der ge-
beugten Welle. Beziiglich uy ist dies in der Tat nach dessen
Herstellungsart klar, und was up betrifft, so entsteht dieses

durech Superposition der Kugelwellen
1 et g coa(mry
{ﬂ] dﬂ-’g— ET*T-mmn(@,,ds)ds
die alle ihren Ursprung in den einzelnen Punkten des beugenden

Randes B haben.l) Da ein jedes du, durch die geometrische

1) Der experimentelle Kachweis fiir die Existenz der Beugungswellen ist
von A.Kalaschnikoff (Journ, d. rusa, phys.-chem. Ges. 44. phys. Teil, p. 133.
1912) durch eine sehr elegante objektive Versuchsanordnung erbracht worden,
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Lage von ds zur Lichtquelle L allein bestimmt wird und
nicht etwa auch von der Gestalt des beugenden Schirmes S
oder von dem iibrigen Verlaufe des beugenden Randes B ab-
hingt, kann (6) als ein der Youngschen Vorstellungsweise ent-
sprechendes Elementargesetz der Beugung angesprochen werden.

Der Bau der elementaren Beugungswelle dug ist nun
sehr einfach zu iiberblicken. Der Faktor

ikpe
= - sin (o, ) ds

bestimmi sozusagen den Anteil, den die Lichiquelle L dem

ikrs
Randelemente ds zur Zerstreuung tiberliBt; g >— bedingt, daB
du, eine Kugelwelle wird; und dem Richtungsfaktor

co8 (%, 7))
1 + coB (¥, )
ist der unsymmetrische Bau dieser Kugelwelle zuzuschreiben.
dup ist ferner iiberall im Raume regulér, mit alleiniger Aus-
nahme von ds selbst und dessen Schattengrenze, wo
08 (1,, 0,) =—1

und daher der Richtungsfaktor im allgemeinen unendlich wird.

Nun ist die Frage von Interesse, wie sich diese Binguiari-
titen von dug im Verhalten der Funktion uz an dem beugenden
Schirmrande B und an der Schattengrenze K fuBern. Um
zunfichst zu zeigen, dal wup in allen Punkten der Kurve B,
wo deren Kriimmung nicht unendlich wird, auch selbst endlich
bleibt, geniigt es, das gleiche Verhalten fiir das iiber ein kleines
geradliniges Stiick von B erstreckte Integral J = fdug nach-
zaweisen. (Bin etwaiges Unendlichwerden von up in B kénnte
niamlich nur durch Integralelemente bewirkt werden, die auf
B in unmittelbarster Nihe des gegen B hinstrebenden Auf-
punktes gelegen sind.) Zu diesem Zwecke formt man am bequem-
sten dieses Integral so um, wie dies bei der Betrachtung der Beu-
gung an einer Halbebene in § 6 geschieht. SchlieBlich erkennt
man leicht, daf up in K einen Sprung erleidet, der die hier vor-
handene Unstetigkeit von uz gerade kompensiert. wug 4 up wird
ja an der Schattenseite des Schirmes durch das Kirchhoff-
sche Integral gegeben, das stets eine im ganzen Raume mit
alleiniger Ausnahme der Fliche I' regulire Losung der Schwin-
gungsgleichung A u + k?u = 0 darstellt. Ubrigens kann man
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dieses unstetige Verhalten von ug auch aus der in (4) ent-
haltenen Integraldarstellung dieser Funktion nach einem be-
kannten Satze aus der Theorie der Schmngungsgleachung er-
sehliefen. 1)

2 3. Analytische Fortsetzungen der Kirchhoffschen Lisung.

Bisher haben wir die Ldsung des Kirchhoffschen Beu-
gungsproblemes nur an der Schattenseife des Schirmes be-
trachtet, wo sie mit der durch das Kirchhoffsche Integral
definierten Funktion — die von nun an ugy.,, heiBen mége —
identisech war. An der beleuchteten Seite von § stellt nun
aber ugyq, den Beugungsvorgang sicherlich nicht dar. ugi,, ist
ja?) im ganzen Raume mit alleiniger Ausnahme von F regulir,
besitzt also keine der Lichtquelle L entsprechende Singularitit,
Es laBt sich auch das nicht reguliére Verhalten von ugge in
F?®) physikalisch in keiner Weise rechtfertigen. Den ,,physi-
kalischen Zweig" der Funktion u, tiphy, der den gesamten
physikalischen Vorgang beschreiben soll, erhalten wir aber,
wenn wir das an der Schattengrenze des Schirmes S gegebene

X Uphys. = UKirch. = ¥z + Up
auf die Lichtseite vonS durch die Fliche F hindurch gemiB
der Behwingungsgleichung reguldr fortsetzen. Das Resultat
dieses Vorgehens igt an der
L Hand der Formel (5) sofort
A zu ibersehen: wuyp wird im
ganzen Raume durch das In-
tegral in (5) bestimmt, und
ug igt iiberall im gehraffierten
Gebiete der zweidimensional
schematisierten Fig. 2 gleich

Null, im nichtschraffierten
ikg

gleich —

Wir sind jetzt aber auch in der L&ge, die Gesamtheit
aller Ziweige der Funktion u anzugeben. Setzen wir ndmlich
Uphys, = Ur + up etwa von der beleuchteten Seite von S her

1) Vgl. etwa F. Pockels, Uber die partielle Differentialgleichung
du + K u =0 usw. Leipzig 1891. p. 235.
2) F. Pockels, 1. c. p. 228 u. f,
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durch § hindurch weiter fort, so erhalten wir einen neuen
Zwelg von u, der, wie dies wieder die Darstellung (5) ergibt,
durch ‘

gtke

aadiry

gegeben ist. Das heiBt, wird der beugende Rand B einmal

in einem solchen Sinne umkreist, daf zuerst die beleuchtete

und dann die beschattete Seite von S passiert wird, so whchst
ikg g

‘dabel Uppy,, um £ . Wenn wir also B fortgesetzt umkreisen,

bekommen wir fiir die gesamte Funktion u offenbar die Dar-

gtellung :
alke gikg
)] = e 0 S W e

=041 42..)

Jetzt erkennt man auch, daB der Bereich, in dem u cin-
deutig ist, aus einem aus lauter gleichen Bléttern sich zu-
sammensetzenden Riemannschen Raume R, besteht, der
den beugenden Rand B zur einzigen Verzweigungsliniel)
(das Analogon zum Verzweigungspunkte in der Funktionen-
theorie) besitzt. Wird der Zweig uyyy,, fiir sich allein betrachtet,
so entspricht dem Schirme S eine Verzweigungsilichel) (in Ana-
logie zum Verzweigungsschnitte in der Funktionentheorie), in der

ik
Upnys, Dach (7) einen Sprung um ?Tf erleidet.

Wir wollen jetzt darauf hinweisen, daB die Funktion u
auch noch einen anderen Zweig u¥*p,, enthilt, der ebenfalls
als Losung eines Kirchhoffschen Beugungsproblemes an-
gesehen werden kann. Zunichst bemerken wir, daB ugien,
erhalten wird, wenn wir (5) von der beschatteten Seite von
8 her iiber 8 hinaus fortsetzen. ugpen, und (6) stimmen ja an
der Schattenseite von S miteinander fiberein und es miissen
deshalb die aus ihnen bei der gleichen reguliren Fortsetzung
entstehenden Zweige miteinander identisch sein. Ugpen 18t
mithin in dem von F und K eingeschlossenen Raume durch

Gike
ug + T

1) Uber die analysis situs dreidimensionaler Riemannscher Riiume
vgl. etwa A, Sommerfeld, Proe. of the London Math. Soe. Vol XXVIIL.
p. 395. 1897.
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und auBerhalb davon durch us allein gegeben. (vgl. Fig. 8b).
F spielt hier die Rolle einer Verzweigungsfliche. Wird nun
8US Uk, durch unbeschréinktes Umkreisen des Randes B die
gesamte Funktion u hergestellt, so erhalten wir sie jetst
offenbar in der Form:

ik
(S) ﬂﬂﬂm_+ﬁ'e—¢:’ (ﬂ=0’:b1,:|:2,¢¢o}-

ik
Der hier durch n = —1 festgelegte Zweig Ugiren. e ist

nun mit der oben angekiindigten Funktion u*,, identisch
und beschreibt ersichtlich die Beugung der von L auﬂgehenden

+
UgtO=u_

.+, L (reguidr)
i, 7

L
G ne1 K ( n=0 K
Fig. 8a. Fig. 8b.
kg * .
u -8 l=y ihg
8 s, LL(-8 "1}
L { 7
R e — i GRS -5

,f
K n=-1 ¢ K
Fig. 8e.

ikp
Lichtwelle —2— an einem schwarzen, mit der Fliche F gzu-

sammenfallenden Behirme, Innerhalb des von F und K ein-
geschlossenen Raumes (vgl. Tig. 8¢) wird ja u*p,, durch ug
(Beugungswe!le) gegeben und auBerhalb dieses Raumes durch

Ug — EF' (Beugungswelle - einfallendes Licht).

Wie die drei Zweige Upype, Ugiren, Und %*py,, in dem Rie-
mannschen Raume R, gegeneinander gelagert sind, iibersieht
man am einfachsten an der Hand der obenstehenden Figuren.
Die Figg. 8a, b, ¢ versinnlichen zwelidimensional schemati-
siert die drei den Werten # = 1, 0, —1 entsprechenden Zweige



Die Beugungswelle in der Kirchhoffschen Theorie usw. 267

der Funktion (8). Man mubB sich die drei Bliitter fibereinander-
gelegt und dann die beiden ,,Ufer' F; und ebenso Fy, mit-
einander verschmolzen denken. In jedem Blatte ist in dem
,,schraffierten’” und ,unschraffierten’ Bereiche die hier ge-
mif (7) geltende Darstellung fiir u angegeben und bei der
Lichtquelle L die in diesem Punkte auftretende Singularitit
in Klammern vermerkt. Es ist sofort klar, daB wpy in der
oberen Halbebene des Blattes n =1 und der unteren des
Blattes » = 0 enthalten ist und daB die Blatter n = 0 baw,
n = — 1 den Funktionen ugy, bzaw. u*p,, entsprechen.
Wir bemerken noch anhangsweise, da8 die durch (7) und (8)
gegebene doppelte Darstellbarkeit der Funktion u der zweifachen
Moglichkeit entspricht, durch eine durch B hindurchgelegte
(entweder wie F' ganz im Endlichen gelegene oder, wie S, auch
ins Unendliche verlaufende) Verzweigungsfliche aus dem Rie-
mannschen Raume R, ein schlichtes Blatt abzusondern.

§ 4. Verhalten der Eirchhoffschen Lisung am schwarzen SBchirme.
Beugung sm vollkommen blanken Behirme.
Physikalisch bemerkenswert ist die Tatsache, daB in
. an der beleuchteten Seite des Schirmes S kein Term
auftritt, der als reflektiertes Licht zu deuten wiire. Der Kirch-
hoffseche Schirm ist also tatséichlich schwarz.
Die Uberlegungen des vorigen Paragraphen haben aber
auch die analytischen Eigenschaften festgestellt, die einem
schwarzen Schirme bei der Kirchhoffschen Behandlungs-

weise der Beugungserscheinungen zuerteilt werden: upyy, er-
ikp

leidet in dem Schirme S einen Sprung um E—F— oder, allgemein
gesprochen, um die Lichterregung, die auch bei Abwesenheit
des Bchirmes vorhanden wire.

Es bedarf aber wohl kaum eines besonderen Hinweises,
daB diesem analytischen Verhalten, das hier den Kirchhoff-
schen sechwarzen Bchirm charakterisiert, physikalisch keine
irgendwie ausgezeichnete Bedeutung zukommt. Wie dies be-
sonders Voigt!) und Sommerfeld ?) hervorgehoben haben, ist
allen schwarzen Schirmen nur das eine Merkmal gemeinsam, daB

1) W. Voigt, Compendium der theoretisohen Physik, Bd. IL
Leipzig 1895, p. 768, '
2) 8. IL p. 13.
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der Energlesﬁmm an der Oberfliche des schwarzen Schirmes
stets nach innen gerichtet ist. In der Mannigfaltigkeit der
dureh diese Forderung festgelegten schwarzen Schirme ist der
Kirchhoffsche nur dadurch ausgezeichnet, daB die Losung des
ihm entsprechenden Beugungsproblemes unmittelbar durch das
Kirchhoffsche Integral (2) anzugeben ist.

In Kiirze wollen wir noch auf die Frage eingehen, inwieweit
dags Kirchhoffsche Verfahren die Beugung an einem voll-
kommen blanken Schirme approximieren kann. Wir setzen
im folgenden S und F als eben voraus und benutzen, wie dies
Sommerfeld in seiner Vurlesung tut, in. dem Kirchhoff-

schen Integral (2) statt =— die Greensche Funktion fiir den
Halbraum, nimlich
ikr aikr’

(9) i+

r '

r' bedeutet dabei den dem #, d. h. P_d?a.nniogen'ﬁb-
stand des an S gespiegelten Aufpunktes P (er heiBe P'),

d. h. .ﬁ? Die Veérwendung der Greenschen Funktion
sichert uns dabei schon von vornherein den Vorteil, daB wir
das Verhalten von u bei einer von der Schattenseite her an F
und 8 erfolgenden Annsherung vollstindig @berblicken kénnen.

Es ‘wird fﬁr den Fall, da8 wir in (9) das obere (untere) Zeichen
ik

nehmen a— = baw. (u) in F' gleich Tﬂ , wihrend es, was beaunders
wichtig ist, in S verschwindet.

Auf demselben Wege, der zur Herleitung von (5) diente,
erhiilt man jetzt, und zwar wicder zunfichst nur an der
beschatteten Beite von S, zur Beschreibung des Beugungs-
vorganges die Funktion

(10) uz -+ up + up,

wobei ug und ug hier ihre frithere Bedeutung haben und ug
dem Werte der Funktion uz in dem Punkte P’ entspricht.
Wird algo (10) auf die beleuchtete Seite von S iber F hinaus
regulir fortgesetzt (vgl. die zweidimensional schematisierte
Fig. 4), so erleidet up in der durch Spiegelung an S aus der
Schattengrenze K hervorgehenden Fliche K’ einen BSprung,
der offenbar behoben werden kann, falls man zu (10) eine
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Fanktion F ugp (,,reflektiertes %'} hinzufiigt, die in dem wvon
K’ und 8 eingeschlossenen (in der Fig. schraffierten) Raume gleich

F E—,f-- sonstaberiiberall gleich Nullist. g'ist dabei die Entfernung

des Aufpunktes P von der an S gespiegelten Lichtquelle L etwa L',
Auf diese Weise erhidlt man die bis auf L und § nunmehr in
dem ganzen physikalischen Ranme regulire Lisung der Sehwin-
gungsgleichung

(11) u = ug+ ug + (— up + up)

die an der beleuchteten Seite von S eine reflektierte Welle u;
enthilt,

Fig. 4,

Wie bereits frither hervorgehoben wurde und wie man
jetzt aus (11) auch direkt ersiebt (vgl. Fig. 4), erfillt u an
der Behattenseite von 8, je nach dem Vorzeichen in (9), die
Randbedingung

?— =0 oder u=0.
n

Gleichzeitig erkennt man aber, daB an der beleuchteten Beite
von S keine dieser beiden Randbedingungen befriedigt wird.
Denn wird z. B. in (9) das obere Vorzeichen vorausgesetzt,
so erfiillen zwar hier die beiden Beugungswellen ug -+ up die
Randbedingnng '

ou

Fa =0
die einfallende und die reflektierte Welle ugp — up geniigen
aber zusammengenommen jetzt der Randbedingung u = 0.
Wir koénnen somit sagen: In dem jetzt betrachteten Falle ist
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der Behirm S zwar an beiden Seiten reflektierend, aber doch
nur an der beschatteten Seite im Sinne der Randbedingungen

w=0, 0% =0
n
vollkommen blank.

& 5. Ausstrahlungebedingung. Eindeutigkeit,

Man kann sich auch noch leicht #berzeugen, daB die
Funktion % in ihren durch ein endliches n bestimmten Zweigen
und daher auch speziell der uns interessierende Zweig gy, im
Unendlichen verschwinden und- der Sommerfeldschen Aus-
strahlungsbedingung 1)

. (du .

(12) lim r (3—=ku)=0

geniigen. Physikalisch bedeutet dies nichts anderes, als daB
% und uppg @us lauter ins Unendliche divergierenden Wellen
bestehen. Das Erfiilltsein von (12) ergibt sich einfach aus der
Darstellung (8) fur die Funktion u; denn das Bestehen dieser

ikp

Relation fiir gy [in der Darstellung (2)] und B—-E— ist ja un-
mittelbar klar. '

Die oben angegebenen Eigenschaften der Lsung uppyy,,
des Kirechhoffschen Beugungsproblemes hier nochmals zu-
sammenfassend, kinnen wir also behaupten:

Die Funktion wuppy, wird durch eine, mit Ausnahme der
Lichtquelle L und des Schirmes § im Endlichen iiberall
stetige und einmal stetig differeniierbare Lisung der Schwin-
gungsgleichung A u + k2 u = 0 gegeben, die sich in L wie

kg ikp

6—#~ verhéilt, in § endlich bleibt, aber den Sprung 'T ere
leidet und im Unendlichen der Ausstrahlungsbedingung ge-
niigt.

Durch diese Eigenschaften ist die Funktion wugg, ein-
deutig bestimmt. Die Differenz U zweier den obigen Bedin-
gungen entsprechenden Funktionen wgp, ist ja im sehlichten
Raume iiberall eindeutig und stetig und geniigt im Unend-
lichen der Ausstrahlungsbedingung. U ist ferner, mit even-
tueller Ausnahme der beugenden Kanten B, iiberall einmal

I) A, Sommerfeld, Jahresber. d. Deutsch. Math, Ver. 21. p. 308,
1912, Vgl insbesondere . p. 331.
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stetig differentierbar. Es liBt sich mithin U nach (1) durch
das Integral

o L1045 o

darstellen, wobei die Integration iiber eine den beugenden
Rand B umschlieBende Rohre zu erstrecken ist. Nach (1)
miifite eigentlich hier noch ein iiber eine unendlich ferne Fliche
erstrecktes Flachenintegral dazu kommen, das aber wegen
der Ausstrahlungsbedingung verschwindet. Lassen wir nun
den Radius der den beugenden Rand B umschlieBenden Réhre
abnehmen, so verschwindet U, wie man dies etwa nach einem
von Sommerfeld?) bei riumlichen Potentialen angewandten
Verfahren zeigen kann. Damit ist aber die Eindeutigkeit der
Lésung gy, schon erwiesen,

§ 6. Die Kirechhoffache Lésung des Beugungsproblemes fiir eine
unendliche Halbebene.

Es soll nun die Kirchhoffsche Losung des Beugungs-
problemes fiir eine unendliche Halbebene mit Hilfe des in § 2
angegebenen Elementargesetzes in eine Form gebracht werden,
die in ihrem Aufbau mit den Sommerfeldschen Lésungen
fiir den schwarzen Schirm sehr nahe verwandt i1st und sich
daher fiir den Vergleich der beiden Theorien besonders gut
eignet.

Das Zicl der folgenden Uberlegungen sind dann vor allem
zwel Resultate: Das erste ist die Erkenntnis, daB die ,,Familien-
shnlichkeit” der Kirchhoffschen und Sommerfeldschen
Funktionen in einfachster Weise die Tatsache erklirt, daB
die beiden Beugungstheorien fiir nicht zu groBe Beugungs-
winkel (wo allein eine exakte Beobachtung moglich ist) prak-
tisch die gleiche Intensititsverteilung liefern. Als zweites
Ergebnis wird uns die Annahme plausibel werden, daB die
Sommerfeldsche Beugungswelle dureh Interferenz won, den
Kugelwellen (6) ganz &hnlich gebauten, elementaren Beugungs-
wellen entsteht.

In diesem Abschnitt soll nun eine neue Form der Kirchhofi-
schen Losung fiir eine Halbebene hergeleitet werden. r, @, 2 sei

1) A, Sommerfeld, Proc. of the London Math, Soe. Vol. XXVIII,
p. 395. 1897.
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ein System von Zylinderkoordinaten. Die beugende Halbebene 8
mdge durch die Gleichung ¢ =0 gegeben sein, so daB die beu-
b L gende Kante mit der z-Achse des Ko-
¢ AL (g Py Zo) s A

e ordinatensystems zusammenfillt. Die
Ss Lichtquelle L und der Aufpunkt P
—————9"° gollen durch die Koordinaten ty, g,
g 2o bzw. r, @, z festgelogt sein und die
f@:%”l-_"_"‘ z-Koordinate fir die Punkte der beu-

' : genden Kante mit s bezeichnet werden

Fig. . (vgl. Fig. 5).

Es ist dann:

u

et = (s — 20" + 5%,
rd=(s —2)% 413,
sin (g,, d8) = %- :
Da forner die Projektionen von r, und r auf die Normale
der durch die beugende Kante und L hindurchgehenden Ebene

@ = @, + = (Schattengrenze K) einander gleich sind, némlich
gleich dem Abstande des Punktes P von dieser Ebene, so ist:

o8 () T m )
SchlieBlich erhdlt man (mit Benutzung des cos-Satzes):

LP? =1 -7 (2 — 25) — 2775008 (9 — @)
=r3+0,2 — 270,008 (75, 0,)

d. h.
cos(r,, ) = a’ — (% + 2) -I-z:«;f 7, eo8 (@ — @)
(g =) (s — ;) + rr,con(p — @) ;
= -

Fihren wir nun dureh die Gleichung
(reteN=r (s — s+ 2rrcosia
an Btelle von s eine neue Integrationsvariable ¢ ein und be-
achten dabei, daB dann
t.lt.v-—::‘h?.+(ar—:=.:’}'r.
f'?"u
wird, so 148t sich (5) fiir den Fall der Beugung an einer Halb-
ebene umformen in

8il 1@ =
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1 [eiFR sin (p — g, — m)
(18) . H_ﬂE—EIT cos (p — g — m)— CO4T @ da;

worin R=r+9,=V(z—z) +7r*+ 1+ 2rr,cosia.
+

& 7. Das Bommerfeldache Beugungsproblem.

Wir wollen nun an die fiir unsere Sehliisse wichtigen
Resultate der Sommerfeldschen Beugungstheoriel) erinnern.
_Das allgemeinste, der Behandlung durch die Sommerfeld-
schen Methoden zugingliche Beugungsproblem ist die Beu-
gung des von einer punktférmigen Lichtquelle L (mit den
Koordinaten ry, g, %) susgestrahlten Lichtes an einem voll-
kommen blanken (von den beiden Halbebenen ¢ =0 und
@ =z begrenzten) Keile. Die Sommerfeldsche Losung
wird nach einem Bpiegelungsverfahren hergestellt und ist
je nach dem Polarisationszustande des ausgestrahlten Lichtes
durch

W =w(r, @, 2; 14 Por 203 %) L W (1,9, 25 76, — @y, 2 2)

bestimmt, Tm folgenden wird uns aber nur die Funktion
w = w (7, @, 7; Ty, Pp, %o; ¥) interessieren, die nach Voigt und
Sommerfeld bei beliebigem, nur der Einschrinkung y > =
unterworfenen Winkel y die Bengung an einem durch einem
geradlinigen Rand begrenzten schwarzen Schirme beschreibt.
Im niichsten Paragraphen soll dann w zum Vergleiche mit
der Funktion g, herangezogen werden. :

Die Funktion w wird nun dureh die folgenden Eigen-
schaften festgelegt:

R, sei ein unendlichvielblittriger Riemannscher Raum,
dessen einzige Verzweigungsliniec mit der z-Achse unseres
Zylinderkoordinatensystems znsammentillt, in dem also zwei
Punkte, deren Koordinaten sich nur in den ¢-Werten um
2ay(»=0%1,% 2,...) unterscheiden, als voneinander ver-
schieden anzusehen sind.

Die Funktion w ist dann in R_ eindeutig und in ihrer
Abhangigkeit von ¢ periodisch mit der Periode 2 y. Sie ist
in R, iiberall endlich, bis auf die symmetrisch um die Win-

1) Vgl. 8. I und 8. IT, FEine kurze allgemeine Ubersicht iiber die
Sommerfeldsche Theorie der Beugung ist auch in dem Artikel von
P. 8. Epstein in der Enzykl. d. math. Wiss, Bd. V. p. 488 enthalten,

Annslen der Physik. IV, Folgs, 68, 18
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dungsgerade angeordneten Punkte (v, @p +2v g, 2) (»r =0,
+ 1,+ 2,...), wo die synchron schwingenden Lichtquellen L :

ikR
eR,v {Ii'., =y{z—zejﬂ+r‘-’+roﬂ_,2rr.00ﬂ{qa — @y — 2_1!;!}-}

gelegen gsind. In der Windungsgeraden ist zwar die Funktion w
selbst und ihre Ableitungen nach ¢ und 2, nicht aber ihre
Ableitung nach r endlich. Im Unendlichen genfigt w der
Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung.

§-Trw+ioo Grirwrice Nach dem Bommerfeldschen
: heuristischen Verfahren?) kann
nun w unmittelbar in der Form

(4) 1—eg * _
RB*=Wz—z,) + 73 47,5~ 2rryco8(a— )

angesetzt werden. Die Integra-
tion ist in der komplexen a-Ebene
Freice G anics auf dem in der Fig. 6 ersicht-

_, ¢.1..0 lichen Wege (4) zu fithren, Wird
“‘i“"*”"‘“L—‘i’%;’—”‘ nun (4) in die beiden Geraden

Fig. 6. : Ro)=¢px=x

deformiert?), so wird mit Rficksicht darauf, daB in der reellen
Achse der a-Ebene in den Punkten @, 4+ 2 y einfache Pole
gelegen sind, w in die Gestalt

1 1
— - da,
2 g tia) i—(p-—ptatia)
Peg * 1—g *

B =VE—z  +ri+ 72— 2rr,co8(p — @, — 277,
+ .

R=Y(z—z2+r+r2+2rr co8ia

1) 8
2) 8.

FF|+

P 22,
p- 27.
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iibergefiibrt. #, (@) ist ein Diskontinuitétsfaktor, der nur fiir
¢-Werte, die der Ungleichung
G—a+2v 1 Se=Sgt+a+2vy
entsprechen, gleich Eins, sonst aber iiberall gleich Null ist.
Wenn wir noch beachten, daB

—ia ie

1 1 [ -
1__.#5[¢+§J+1 _G{{_r:—ﬂ)_ =% 4 gl _ =18 _ ,ib -+
. sin a
+1 __tma—euaﬁ'l'l

ist, so wird schlieBlich
ik R

+ =
w© = wy +wp, + 05, = D, (9) “F= -

4 sin - (p — ¢ — 7)
1 z
'—xf o . cfa-l-

o ws?(qa—%—rr)—cnaTsa

sin - (p — gy + )

f w L 7 . e
o

co8 — (p — + 7T) = CO8 — i@
x(@ Py + ) Z

ml'_‘

Wir wollen noch kurz die Deutung der Bestandteile wg,
wg, und wp, angeben, in die die Funktion w nach ihrer letaten
Darstellung zerfiillt. wg (,einfallende Welle") stellt die von
den Lichtquellen L, ausgehenden Lichtwellen im Riemann-
schen Raume R, so dar, wie man dies nach der geometrisahen
Optik erwartet falls man der Verzweigungsgeraden eine
schattengebende Wirkung zuschreibt. Die von einem ins
Ange gefaBten Lichtpunkt L. (re, o + 2 v* x, 2,) ausgestrahlte
Welle o gTkEa

_R -
wird niémlich an der Windungsgeraden sozusagen aufgeschlitat
und erleidet (wegen des Diskontinuititsfaktors 9, (¢)) an
den ,,8chattengrenzen

¢=go —a+2»"y und @—%-i-ﬂ-—ﬁ?*z
einen Bprung von

ikR
B
auf Null. Die Unstetigkeiten der ganzen Funktion wy liegen

demnach in den beiden Ebenenfichern (,,8chattengrenzen’’)
18*

&
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g [BoTnore

=g, +7+2vy

Von den beiden Integralen (,,Beugungswellen‘‘) wp und
wg, i8t wp im ganzen Raume B_ bis auf die Schattengrenzen
(14b) stetig und erleidet hier einen Sprung, der die an diesen
Stellen liegenden Unstetigkeiten von wy gerade kompensiert.
Analog ist wg den Schattengrenzen (14a) zugeordnet.

p=04+1+2..).

§ 8. Vergleich der beiden Beugungstheorien. Die elementare
Beugungawelle fiir die Bommerfeldsche Lisung.

Die Analogie zwischen w (18) und der Funktion w fir den
Fall der Beugung an einer schwarzen Halbebene ist nun sofort
einzusehen. Der erste in (13) auftretende Term uy entspricht
der unendlichen Summe wg, und der zweite Term up wird
mit wp identisch, falls wir hier ¥ = 7= setzen. Es fehlt dagegen
in % ein zu wp, analoges Integral. _

Wir wollen nun zusehen, wie sich schon auf &rund der
jetzt aunseinandergesetzten Verwandtschaft von u und w die
Tatsache ergibt, daB die beiden Funktionen fir nicht zu groBe
Abstinde von der Schattengrenze die gleichen Beugungs-
erscheinungen darstellen. Die Theorie der Funktion w zeigt
zuniichst:

I. daB die Wellen ws bzw. wy, nur in kleinen Winkel-
abstéinden von den ihnen zugehdrenden Schattengrenzen (14b)
bzw. (14a) eine mit der einfalloenden Welle vergleichbare Ampli-
tude haben und daB jede dieser beiden Funktionen in
einem groferen Winkelabstande von der ihr entsprechenden
Schattengrenze bei einer Auswertung von w vollstindig zu
vernachléssigen ist;

II. daB wp und wp, in der Nihe ihrer Schattengrenzen
von dem Werte des Winkels y praktisch nicht abhéngen.

- Aus I. und II folgt nun sofort, daB die Funktionen w
gtets die gleichen Beugungserscheinungen beschreiben, wenn
nur die beiden Bchattengrenzen (14a) und (14b) nicht all-
zunahe aneinander liegen und daB dies auch noch in einem
solchen singuliiren Falle gilt, falls wir nur das der einen dieser
beiden Schattengrenzen zugeordnete wp, (¥ =1,2) und den
entsprechenden Term in wg streichen. Nun ist es aber klar, daB u
nichts anderes ist als eine auf die oben angedeutete Weise fiir



Die Beugungswelle in der Hirchhoffschen Theorie usw. 277

den singuliren Fall y = konstruierte Funktion w und mithin
dieselben Beugungserscheinungen darstellen muB wie w in
einem nichtsinguldren Falle. Es mag noch daran erinnert
werden, wie sich w beim Zusammenfallen der beiden Schatten-
grenzen verhdlt, In einem jeden solchen singuliren Falle gibt
es offenbar ein ganzzahliges p, so daB [vgl. (14a) und (14b)]

(@o—n+20+u)z) —(po+n+2ry)=2(pyz—m) =0
(r=20, £ 1,:&2,...]

i

£
wird. Die beiden Integrale wp und wg, werden dann bis auf
das Vorzeichen einander gleich und tilgen sich in % gegen-
seitig. Dies besagt aber, daB in einem durch

T

L=

M

bestimmten Winkelspiegel keine Beugungserscheinungen
beobachten sind.

Wir wollen noch darauf hinweisen, dafB wir die Funktion u
auch ohne jede Rechnung héitten herstellen kénnen. In § 6
haben wir ja die Eigenschaften angegeben, die u vollstindig
eindeutig bestimmen, und durch Befrachtung der Struktur
der Funktion w h&tten wir dann aus ihren Bestandteilen un-
mittelbar eine diesem Eindeuntigkeitssatze entsprechende Funk-
tion u angeben kénnen. -

Zum Schlusse wollen wir noch die Frage nach dem Ele-
mentargesetze der Sommerfeldschen Beugungswellen wp,
und wp, streifen. Indem wir in wp und wp, durch die in § 6
benutzte BSubstitation in entsprechender Weise statt & die.
Integrationsvariable s einfilhren, erhalten wir ein . Elementar-
gesetz, das fiir den Bonderfall y =7 mit dem von uns als
Youngsches bezeichneten dibereinstimmt. Offenbar kommt
aber diesem fibrigens ziemlich kompliziert gebauten Elementar-
gesetze, auber fiir den gerade betrachteten Keil, keine weitere
Bedeutung zu. Belbst fiir ¥ = 2=, d. h. im Falle der Halb-
ebene 188t sich dieses Elementargesetz zur synthetischen Lo-
sung neuer Beugungsprobleme nicht unmittelbar verwenden.
Die Ursache daffir besteht darin, daB bei exakter Behandlung
im Sommerfeldschen - 8inne nicht mehr der Sprung von u
bzw. @u/9n am Schirme in Betracht gezogen wird, sondern die
Liosung u selbst (bzw. du/@n) hier ganz bestimmte Bedingungen

oder
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(u=0 oder %=0)

zu erfilllen hat. Die dadurch verursachte Schwierigkeit kann
man sich am einfachsten im zweidimensionalen Falle klar
machen, wo sie im wesentlichen bereits vorhanden ist, wenn
man etwa aus den einfallenden, reflektierten und den (der
Losung fir die Halbebene entsprechenden) Sommerfeldschen
Beugungswellen das Beugungsproblem fiir einen Spalt oder

S, B B_ S U S BFS*B U

Fig. Ta. Fig. Thb.
einen beugenden Streifen l6gen will. Tm Falle des Spaltes
(Fig. Ta) wird dann durch die von der beugenden Kante B,
(By) ausgehende Beugungswelle die Randbedingung an dem
Schirme S, (S;) nicht erfiillt, withrend im Falle des Streifens
(Fig. Tb) die von der beugenden Kante B;* (B,*) ausgehende
Welle zwar die Randbedingung an dem Schirme S* befriedigt,
in der Geraden By* Uy* (By* U;¥) hingegen sich unzulissiger-
weise unstetig verhilt.
Miinchen, Inst. f. theoret. Physik, im Juli 1917.

(Eingegangen 28. Juli 1917.)

Nachschrift ber der Korrekiur.

Die zu Anfang des § 4 erwihnte Tatsache, daB upy,,. in
dem Schirme S einen Sprung um den Wert der Lichterregung
erleidet, die hier bei Abwesenheit des Schirmes S vorhanden
wiire, liBt sich folgendermaBen einfach erschlieBen: Die die Licht-
erregung darstellende Funktion ist nach (1) gleich dem iber die
ganze Fliche F 4 S erstreckten Kirchhoffschen Integrale;
Uphys., 186 mithin gleich der, die Lichterregung darstellenden
Funktion vermindert wm das fiber S erstreckte Kirchhoffsche
Integral; und dies ist eine Darstellung von wpy, . die im ganzen
Definitionsbereiche dieses Zweiges der Funktion » gilt. Da nun
das iiber die Fliche S erstreckte Integral in S den erwiihnten
Sprung erleidet — eine Folgerung der zu Anfang des § 1 an-
gefithrten BSitze — wilhrend die die Lichterregung darstellende
Funktion in § reguléir bleibt, ist die obige Behauptung auf diese
Weise wohl einfach erwiesen.



