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Bohrsche Frequsnzbedingung und Erhaltung
des Impulsmomentes !).

Von A. Rubinowicz.

Dic Bohr-Sommerfeldsche Theorie
der wasserstoffahnlichen Serienspektren fulit im
wesentlichen auf zwei Annahmen:

Die erste bestimmt in der Mannigfaltigkeit
der moglichen Elektronenbahnen durch Quan-
tenbedingungen eine diskrete Schar ,stationi-
rer’' Zustinde. Gemidl der zweiten Voraus-
setzung strahlt ein Elektron, das aus einer
Quantenbahn A in die Bahn E iibergeht, eine
monochromatische Lichtwelle aus, deren Fre-
quenz v durch die Bohrsche Frequenzbedingung

hyv=W,— Wg (1)

gegeben ist. W ;und W g sind die den peiden
Quantenzustinden A und E entsprechenden
Energiewerte.

Fiir den uns zunichst interessierenden Fall,
"daB kein auBeres Feld auf das Atom einwirkt,
wird eine stationire Bahn durch die ,azimu-
tale” und die ,radiale’* Quantenbedingung

Fhpidp—2xpy—=nh,  [pdr=nl
L]

festgelegt.
Unsere Uberlegungen kniipfen an die Tat-

1) Als die vorliegende Arbeit schon fertiggestellt
war, erschien der erste Teil einer Abhandlung vou N,
Bohr (On the Quantum Theory of Line-Spectra, Kopen-
hagener Akademie 1918}, in deren Fortsetzung aus der
Forderung, daB im Grenzfalle langer Wellen die klassische
Elektronen- und die neuere Quantentheorie miteinander iiber-:
einstimmen miissen, u, a. vermutlich auch die hier erhaltenen’
Ergebnisse abgelcitet werden diirften, Auf die Bedeutung
unserer Beziehung (6) fiir den Fall sirkular-polarisierter
Wellen wird bereits am Schlusse des erschicnenen ersten
Teiles der Bohrschen Abbandlung hingewiesen, Aul
den Rat von Herrn Prof. Sommerfeld, dem ich auch

hier fiir scin freundliches Interesse an der vorlicgenden:

Arbeit danken mochte, habe ich mich aber dennoch mit

Riicksicht aut die prinzipielle Bedeutung, dic bei uns dem_

Satze von der Erhaltung des Impulsmomentes beigemessen
wird, und auf unsere mehr axiomatische Begriindung der
Resultate zur Publikation meiner Arbeit en:schlossen.

sache an, daB das fir die stationdre Baln A
(Quantenzahlen m, m’) durch
mh
P
gegebene Impulsimoment des Atoms beim Uber-
gange des Elektrons in die Bahn E (Quanten-
zahlen #, n’) sich im allgemeinen indern wird.
Da nach der klassischen Elektrodynamik fir
das System: L
,,Atom 4 das beim Elektroneniibergange aus-
gestrahlte elektromagnetische 'eld”
der Satz von der Erhaltung des Impulsmomen-
tes gelten sollte, so entsteht fiir uns die Frage,
inwieweit dieser ganz fundamentale, in seiner
Bedeutung weit iiber die klassische Elektro-
dynamik hinausragende Satz auch bei einer
solchen Bohrschen Ausstrahlung erfiillt ist,
d. h. inwieweit dic aus diesem Satze gezogenen
Folgerungen, die vor allem in einem Auswahl-
prinzip und in einer, wenn auch nicht ganz
vollstindigen Polarisationsregel gipfeln, sich an
den spektroskopischen Beobachtungen bestiti-
gen lassen.

Wir erortern im folgenden zunichst dic
Verhidltnisse bei Abwesenheit eines duBeren
elektrischen oder magnetischen Feldes. Von
den hier erhaltenen Ergebnissen laBt sich direkt
an der Erfahrung nur das Auswahlprinzip an
den Feinstrukturen der Balmer- und der He-
lium-Linien priifen. Es ist sehr bemerkenswert,
daB unser Auswahlprinzip im allgemeinen, wenn
auch nicht inhaltlich, so doch wenigstens prak-
tisch, die ,,exakterc Fassung" der Summer-
f eldschen Quantenungleichungen:

m =>n' ausnahmslos giiltig,

m >>n im allgemeinen giiltig
zu ersetzen vermag. Nur die schwichste, am
weitesten gegen Rot hin gclegene Komponente
im Gleichstrombilde der Heliumlinien 4686 A.-E.
und 3203 A.-E. diirfte nach dem zunichst erhal-
tenen Auswahlprinzip nicht beobachtbar sein,
was sich dann spater bei Erorterung des

" Stark- Effektes zwanglos durch den EinfluB
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des elektrischen Feldes (das ja bei jeder Ent-
ladung vorhanden ist) erkliren liBt. Dasselbe
gilt von der groBen Anzahl der Komponenten
in' der mit Funkenanregung erhaltenen Fein-
struktur der Heliumlinie 4686. :

Einen schonen Erfolg unserer Theorie
liefert ihre Anwendung auf den Zeeman-
Effekt. Wir sind hier nicht nur imstande, das
Fehlen der nach der Sommerfeld-De-
byeschen Theorie zu erwartenden iiberzih-
ligen Linien zu erkliren, sondern kénnen auch
bis zu einem gewissen Grade iiber die Polari-
sationsverhiltnisse (Auftreten und Lage der
zirkularpolarisierten Komponenten) AufschluB
erteilen.

Beim Stark-Effekt erhalten wir vor
allem eine Erklirung der Epsteinschen Po-
larisationsregel.

Wenn wir im folgenden unsere Uberlegun-
gen stets so anstellen, als ob das iibergehende
Elektron ganz nach den Gesetzen der klas-
sischen Elektrodynamik strahlen wiirde, so ist
dies in Wirklichkeit nur ein Zugestindnis an
unsere Bequemlichkeit, nicht aber jene Auf-
fassung des Sachverhaltes, die wir hier .ver-
treten mochten. Wir wollen uns vielmehr das
Atom und den durch die Maxwellschen
Gleichungen beherrschten Ather als ein einziges
einheitliches System denken, fiir das uns als
Ideal die Aufstellung einer einheitlichen Quan-
tenbedingung vorschwebt. Dies LiBt sich jedoch
vorlaufig noch nicht durchfiihren, da wir die
gegenseitige Beeinflussung, also sozusagen die
Koppelung, der beiden Einzelsysteme nicht ken-
nen. Wir kommen auf diesem Wege jedoch
schon ein betrichtliches Stiick vorwarts, wenn
wir von der Koppelung nur voraussetzen, daB
sie das Erfiilltsein der Sidtze von der Erhal-
tung der Energie und des Drehimpulses fiir
das System ,Atom - Ather" gewihrleistet.
Zum Beweise der Bohrschen Frequenzbedin-
gung geniigt schon die speziellere Annahme, daB
allein der Energiesatz beim Strahlungsvorgange
besteht, wobei noch die Voraussetzungen not-
wendig sind, daB vor der Ausstrahlung das
Atom in irgendeinem Quantenzustande sich
befindet und nach der Ausstrahlung, wo Atom
und Ather aufeinander nicht mehr einwirken,
sowohl das Atom, als auch die forteilende
Strahlung, jedes fiir sich, gequantelt sind und
daB ein,,Atheroszillator” nur ein einziges Energie-
quantum aufnehmen kann?'). In der vorliegen-

1) Vgl. L, Flamm, diese Zeitschr. 19, 116, 1918
und die Ansprache von Prof. Sommerfeld bei der
Planck-Feier in der Deutsch. Phys. Ges, zu Berlin am
26, April 1918 (inzwischen erschienen in der Broschiire:
Zu Max Plancks sechzigstem Geburtstag, Karlsruhe

den Mitteilung wollen wir nun aber die Kon-
sequenzen der weiteren Annahme ziehen, daB
fiir das System ,,Atom + Ather” auch der Satz
von der Erhaltung des Drehimpulses gilt.
Von unserem Standpunkte aus denken wir uns,
daB das strahlende Atom dem Ather einen

gewissen Betrag an Energie und Impulsmoment

zur freien Verfiigung iiberliBt und daB die
eigentliche Ursache fiir den Schwingungs-
charakter im Ather und nicht im Atom
gelegen ist. Bei dem Strahlungsvorgang ent-
steht fiir den Ather die Aufgabe, gemiB den
Maxwellschen Gleichungen eine Welle zu
formen, die die verfiigbaren Energie- und Im-
pulsgroBen aufnimmt. Diese Welle sowie die
Giiltigkeit der Maxwellschen Gleichungen
im Ather ist nach unserer Auffassung physi-
kalisch gesichert. Wenn wir weiterhin diese
entstehende Welle auch durch eine Elektronen-
schwingung am Orte des Atoms im Sinne der
Theorie des Hertzschen Dipols beschreiben
werden, so halten wir diese an das klassisch
strahlende Elektron ankniipfende Vorstellung
nicht fiir physikalisch wirklich. Sie ist, wie wir
oben sagten, nur ein Zugestindnis an unsere
Bequemlichkeit. In der Tat kénnen wir auf
Grund der in der klassischen Theorie ausgear-
beiteten Formeln am einfachsten und plau-
sibelsten die Singularititen angeben, die am
Orte des leuchtenden Atoms vorhanden sein
miissen. Die eigentliche Ursache fiir das Ent-
stehen der Lichtwelle sehen wir dagegen in
der quantenmiBigen Zustandsinderung des
Atoms. Um stets im Auge zu behalten, daB wir
bei den folgenden Erérterungen das nach den
Gesetzen der klassischen Elektrodynamik strah-
lende Elektron einzig nur im Sinne der obigen
Auffassung verwenden, wollen wir es zeitweilig
auch als das ,,Ersatzelektron“ bezeichnen.

Es ist selbstverstindlich, daB wir im Sinne

der Bohrschen Frequenzbedingung die beim

Elektroneniibergange entstehende Kugelwelle
uns streng monochromatisch denken und daher
unser Ersatzelektron rein harmonisch schwin-
gen lassen. Dessen ungeachtet legen wir den Be-
trachtungen der beiden ersten Paragraphen eine
beliebige periodische Umlaufsbahn des Ersatz-
elektrons zugrunde, um mit Riicksicht auf
die Feinstruktur der Heliumlinie 4686 A.-E. zu
zeigen, daB wir das Auswahlprinzip (12) nicht
umgehen konnen, auch wenn wir unsere
Auffassung des Strahlungsvorganges aufgeben,
und uns vorstellen, daB der Ubergang des
Elektrons aus einer stationiren Bahn -in eine

1918, Verlag der C, F. Miillerschen Hofbuchhandlung), wo
diese Uberlegungen des Verfassers mitgeteilt und als Ver- -
s6hnung der Undulations- und Quantenhypothese gedeutet
wurden,
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andere in irgendeiner Weise, etwa in einer
Spiralbahn erfolgt, wobei das Elektron nach
den Gesetzen der klassischen Elektrodynamik
strahlt,

nahme erhalten, daB das strahlende Elektron
eine beliebige periodische Bahn durchliuft,
deren GréBe und Gestalt sich auch langsam
dndern kann. '

§ 1. Zusammenhang zwischen der
Ausstrahlung von Energie
Drehimpuls bei einer elektromagne-
tischen Kugelwelle. Wir betrachten das
Strahlungsfeld eines in einer geschlossenen
Bahn mit der Periode 7 = 1/» sich bewegenden

Elektrons, das wir uns durch einen entsprechen- |

den Hertzschen Oszillator ersetzt denken,
und wollen eine Beziehung zwischen dem Dreh-
impuls und der Energie, die die von diesem
Oszillator entsandte elektromagnetische Welle
tragt, kennen lernen?).

Der die Lage des Elektrons bestimmende
Radiusvektor & wird sich durch eine Fou-
riersche Reihe

o0
8 =2 (axcos 2 xvnt + b,sin2xvnt) (2)

n=1

darstellen lassen, wo a, und b, von der Zeit |

unabhingige Vektoren bedeuten. In dem uns
besonders interessierenden Falle eines harmo-
nisch schwingenden Ersatzelektrons ist speziell
8 = a, cos 2 avt 4 b, sin 2 &wi. (3)
Nach M. Abraham?) ist dann der von
unserem Elektron in der Sekunde ausgestrahlte
Drehimpuls, wie man unschwer aus dem aus-
gestrahlten Felde berechnet, gleich

dY) z2e

dt 30
wihrend nach Hert:z
gestrahlte Energie?)

i @)

die sekundlich aus-

aw  2¢ 5o
dt 33
betrigt. Mithin wird wihrend einer Schwin- |
gung an Drehimpuls
1y
- B g 2¢* (2xr)* R ..
A= | "= b — -2 pd
) i [58)d T Hln [
0
und an Energie
. 1
AWe= 1"_: sagp— 2 (@)t i%' gt (0" +Da?)

i) M. Abraham, diese Zeitschr. 15, 914, 1914 ; H.
Busch, diesc Zeitschr, 14, 455, 1913.

2) M, Abraham, 1. c.

3) Vgl. M. Abraham, Theorie der Elektrizitit, Bd, z,
3. Aufl,, S, 63. Leipzig 1914.

und |

Unser Auswahlprinzip (12) wird nim- |
lich, wie wir zeigen, auch unter der An-

ausgestrahlt. Zwischen | 49)

| und AW besteht dem
nach die Beziehung: ;

» o]
Zn®2(a,b,)
Al i
4P f=— =
2TV St (a2 + 6,Y)

n=1

Selbstverstandlich kann unter [49) auch der
wihrend einer hinreichend viele Schwingungen
umfassenden Zeit ausgestrahlte Drehimpuls und
unter A W die in der gleichen Zeit ausgestrahlte
Energie verstanden werden. SchlieBlich bleibt
(5) angenihert auch richtig, wenn die Vek-
toren a, und b, nicht, wie wir es voraus-

()

| gesetzt haben, von der Zeit unabhingig sind,

sondern sich mit der Zeit langsam #ndern und

| wir (49) und AW fiir ein Zeitintervall nehmen,

in dem zwar a, und b, merklich konstant sind,
das andererseits aber gegentiber 1/» doch schon
hinreichend groB ist. (5) gilt mithin, auch wenn
das Elektron in einer Spiralbahn liuft, die

| durch langsame Anderung der GréBe und Ge-

stalt einer geschlossenen, periodischen Bahn
entsteht.

Fiir den Fall einer rein zirkularen Schwin-
gung des Elektrons, wo a, senkrecht zu b,
steht und beide ihrem absoluten Betrage nach
gleich sind, wahrend sonst

ay=Dby=0 m=2,3,4,. ‘.':'
ist, wird (5) gleich

AW
AN =
' A'D 2Ty (6)
und l4Bt sich fiir diesen Sonderfall nach

H. Busch?) einfach aus dem Energiesatze
ableiten. Wir bemerken aber, daB wihrend
bei der frither angedeuteten Ableitung die Be-
ziehung (5) aus dem ausgestrahlten Felde allein
erhalten werden kann, bei der energetischen
Ableitung von (6) die Vorstellung ecines Ersatz-
elektrons nicht gut auszuschalten ist.

§ 2. Die Bohrsche Frequenzbe-
dingung und der Satz von der Er-
haltung des Drehimpulses. Aus-
wahlprinzip. Wir stellen die folgenden
Uberlegungen unter der Annahme an, daB
unser Atom weder der Einwirkung eines elek-
trischen, noch der eines magnetischen Feldes
unterliegt. Das Impulsmoment des Atoms vor
und nach der Ausstrahlung moge durch die
Vektoren p,, und P, mit den Absolutbetragen

’fé und
27

Winkel zwischen p, und p, so verliert das
Atom bei einem Elektroneniibergang ein Im-
pulsmoment 49 vom absoluten Betrage

g: gegeben sein. Bezeichnet & den

1) H. Busch, l.c,und M. Abraham, diese Zeitschr,
15, 914, 1914.
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? 2 2z
ik s &
Vm +ﬂ- 2 HL M COS (?)

und die Energie
/._l W - me 7. Wu: u' .

Nach (5) haben wir also:

(8)

hvV m®+ n®—2mn cos & =

] x )
| 2 n® 2(a,b,]|
s A. H=1 , i
H 1y u:} o
3 nt (a?, 4 b%,)
n=1\
Dies kann aber mit der Bohrschen Fre-
quenzbedingung (1) nur dann in Einklang ge-
bracht twerden, wenn

T (Ii,ru: - E

m n
| Zn®2la, b,
n=1

Vm?+ n® —2mncos & = o
2'nt (0%, 4 b%)
n=1

(9)

ist. Es ist jedoch offenbar

[= 4}
Z5n%2|[a,0,]) i<

n=1

m -
IZ2n® 20, b, <
n=1

m "
=Znfz|0,)|b.|
n=1

und da
2| 0x|-|ba| = a2, + b2,
und daher auch
[y s 3 e &
X 20% 0, || bu| = Z nt(a.® + b,7)
1

n=1
50 15l

==

a5
| 2 n®2(a,b,] |

=zl

= < 1. (10)
X uf (a%, + 6%,
n=l
Mit Ricksicht auf
m—n|<Vm*+n®_2mmncosd (r1)
ergibt sich daher aus (9) und (10):
- e —n|< 1. {12)

dhm—n=_—1,041.

Wir erhalten daher zunidchst als Resultat
das folgende Auswahlprinzip:

Ein mit Ausstrahlung verbundener Uber-
gang des Elektrons aus einer stationiren Bahn
(m, ') in eine andere (n,#") (m + m’ >n 4 %)
kann nicht in beliebiger Weise erfolgen, son-
dern ist an die Bedingung gekniipft, daB sich
dabei die das Impulsmoment des Atoms be- |
stimmende azimutale Quantenzahl # héchstens |

um eine Eins dndert. . |
Dieses Resultat gilt offenbar nicht nur fir |

die wasserstoffahnlichen Spektren, sondern ganz
allgemein fiir alle Fille wo kein duberes Feld
vorhanden ist und von allen das Atom konsti-
tuierenden Elektronen nur eines in eine neue
stationire Bahn iibergeht. Es bleibt schlieBlich,
wie wir in der Einleitung hervorgehoben haben,
auch richtig, wenn wir uns denken, dall der
Ubergang des Elektrons in einer in § 1 ndher
charakterisierten Spiralbahn erfolgt.

§ 3. Polarisationsverhiltnisse. Doch
auch iiber den Zusammenhang zwischen den
Polarisationsverhiiltnissen der emittierten Strah-
lung und der Lage der Anfangs- und der End-
bahn des Elektrons konnen wir leicht einigen
AufschluB gewinnen. Von den drei in (12)
enthaltenen Mdoglichkeiten betrachten wir zu-
niachst die beiden Fille

m—n=+1, (13)
die ersichtlich nur dann bestehen konnen,
wenn in den beiden Ungleichungen (10) und
(11) die Gleichheitszeichen gelten. Da fiir
n <2 jedesmal wenn a, und b, nicht beide
zugleich verschwinden,
#n32|a, || be | < nt(a%, + b%)
so erfordert (10) offenbar daB
o Qp=Db,==0 fiir alle n-=2,3,4,...
und daf’ _
2 | [0y by] | = a® + B;*
d. h. daB die Vektoren a, und b, ihrem absoluten
Betrage nach gleich groB sind und zueinander
senkrecht stehen. Das Ersatzelektron bewegt
sich. also im Falle (13) auf einem Kreise und
sendet streng monochromatisches zirkular-pola-
risiertes Licht aus. Das Gleichheitszeichen in
der Ungleichung (11) verlangt dann, daB #:=-0
ist, d. h. daB die stationiren Anfangs- und End-
bahnen in der gleichen Ebene liegen. Da das
ausgestrahlte Impulsmoment auch vektoriell mit
dem beim Elektroneniibergange vom Atome ver-
lorenen ubereinstimmen mub, lduft jetzt unser
Ersatzelektron in der gemeinsamen Ebene der
stationdren Anfangs- und Endbahn. Damit sind
aber in diesen beiden Fillen selbst bei Mit-
beriicksichtigung der allgemeinen Elektronen-
bahnen (2) die Polarisationsverhiltnisse . voll-
kommen bestimmt.

Nicht ebenso eindeutig festgelegte Kesul-
tate erhalten wir in dem noch zu betrachten-
den Falle

m—n=o0
auch dann nicht, wenn wir im Sinne der Ein-

leitung von der Betrachtung allgemeinerer als
harmonischer Schwingungen des Ersatzelektrons

| absehen und uns auf die Betrachtung des Elek-

trons in der Grundschwingung beschrinken.
Fir die allgemeinere Bahn (2) und die speziel-
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lere (3) ergibt sich aus (9) und (10) in
beiden Fillen nur die gleiche, die GriBe des
Winkels & einschrinkende Relation

1 >cosit > 1 - (14)
C ) —  ——
e 2 n?

(9) liefert dann fiir jeden der Ungleichung (14)
entsprechenden Winkel # im Falle der Bahn
(2) nur ein ungefihres MaB fir die Ab-
weichung der Bahnkurve des strahlenden Elek-
trons von der Kreisform. In dem fiir uns eigent-
lich wichtigen Falle der rein harmonischen
Schwingung des Ersatzelektrons wird durch
(9) dagegen jedem nach (14) zuldssigen Winkel
9 eine bestimmte, mit kleiner werdendem #
abnehmende Exzentrizitit der Bahnellipse zu-
geordnet. Insbesondere entspricht

cosﬂ-:-—:-—-# nach (7) [P —Pu| = =
also, wie soeben gezeigt, einer zirkular-polari-
sierten Lichtwelle, wihrend in dem anderen
Grenzfalle von (14) (cos& = 1) aus (9) [a; b,]=o0
folgt, d. h. a, und b, haben die gleiche Richtung,
das Elektron strahlt also linear-polarisiertes
Licht aus. Wir bemerken, daB im Zeeman-
effekt (s. u. § 7) fiir m—n=o0 eben der letz
tere Grenzfall der wirkliche zu sein scheint.
Was nun die riumliche Lagerung der im Falle
m—n=o0 von unserem harmonisch schwingen-
den Ersatzelektron ausgesandten elliptisch-pola-
risierten Welle betrifft, so wird durch die For-
derung, daB das beim Elektroneniibergange
vom Atome abgegebene Impulsmoment auch
seiner Richtung nach sich in der ausgestrahl-
ten Kugelwelle wiederfinden soll, nur die Lage
der Normalen auf die Ebene der elliptischen
Bahnkurve unseres Ersatzelektrons bestimmt.
Die Lage der Achsen dieser Ellipse ist dadurch
noch keineswegs gegeben. Wir konnen daher
aus unseren Uberlegungen im Grenzfalle
cos. #=1, wo die Ebenen der Anfangs- und
Endbahn zusammenfallen und dadurch auch
noch die Lage dicser Normalen unbestimmt
wird, iiber die rdumliche Orientierung der jetzt
zu einer Geraden ausgearteten Ellipse {iber-
haupt nichts aussagen.

§4. Energetische Ableitung der
Polarisationsverhidltnisse fir den
Fall der zirkular-polarisiérten
Welle. Die obigen auf zrkularpolarisierte
Wellen 1) beziiglichen Uberlegungen lassen sich
zum groBen Teile schon aus unserer Annahme
herleiten, daBl bei einem mit der Ausstrahlung
einer solchen Lichtwelle verbundenen Elektro-
neniibergange der gesamte freiwerdende Uber-

1) Als zirkular-polarisierte Wellen bezeichnen wir
abkiirzend stets Kugelwellen, die von einem zirkular
schwingenden Ersatzelektron emittiert gedacht werden
konnen,

schuB an Energic und Drehimpuls an die ent-
stehende (nach der Bohrschen Frequenzbe-
dingung) 'monochromatische Lichtwelle uber-
geht und daB die schon aus energetischen Be-
trachtungen fiir das Ersatzelektron sich er-
gebende Beziehung (6) erfiillt 1st.

IFiir zirkular-polarisicrtes Licht folgt nam-
lich aus (6), (7) und (8) mit Riicksicht auf die
B o hrsche Frequenzbedingung zunichst

Vm?+nt—z2mncos $=1, (15)
was zusammen mit (11) das Auswahlprinzip
(12) gibt. Im Falle m—n =1 der Ungleichung
(12) liefert dann (15) # =0, d. h. die stationdren
Anfangs- und Endbahnen liegen in der gleichen
Ebene. Daraus folgt aber nach (7), daB das
Atom beim Strahlen einen Drehimpuls verliert,
dessen Achse senkrecht auf dieser Ebenec steht,
womit die Orientierung der zirkular-polarisierten
Welle im Raume gegeben ist. Fiir m—n =o wird,
wenn zirkular-polarisiertes Licht emittiert werden

soll, # nach (15) durch cos# =1 — 2-;;2- bestimmt.

Wie wir bereits bemerkt haben, zeigt jedoch
die Erfahrung am Zeemaneffekt, dafl ge-
rade im Falle m—n = o linear-polarisiertes Licht
ausgesendet wird. In diesem Falle wird aber
iiberhaupt kein Drehimpuls ausgestrahlt, und
die jetzt eben gemachten Uberlegungen sind
daher hier nicht anwendbar.

Man kann selbstverstindlich jetzt die Vor-
aussetzungen und Folgerungen teilweise - um-
kehren und fiir zirkular-polarisiertes Licht und
den Sonderfall m—n = + 1 die Bohrsche Fre-
quenzbedingung auch auf diesem Wege be-
weisen. Die wahre Ursache fiir ihr Bestehen
sehen wir aber im Sinne der Einleitung in
der Mbglichkeit, den Ather zu quanteln.

Wenn wir auch auf dem jetzigen Wege
unsere fritheren Ergebnisse im wesentlichen wie-
der erhalten, so hat sich doch der friihere
umstiandlichere, mehr ins Einzelne gehende
Weg schon deshalb nicht als iiberfliissig er-
wiesen, als wir uns dort iiberzeigen konnten,
daB unserem Auswahlprinzipe (12) eine viel
umfassendere Bedeutung zukommt, als es nach

unseren letzten Erérterungen scheinen kdnnte,

in denen (12) nur als eine einschriankende Be-
dingung fiir den Sonderfall zirkular-polari- .
sierter Wellen auftritt. Die formelle Uber-
einstimmung des jetzigen und des friiheren
Auswahlprinzipes ist offenbar in dem Umstand
begriindet, daB die Kreisbahnen bei gegebener
Frequenz und gegebener ausgestrahlter Energie
den groBten Betrag an Drehimpuls aussenden.
Nach den Uberlegungen des § 2 hat ja das
1A
AW
bahn den gréBten Betrag.

Verhiltnis [vgl. Formel (10)] fiir eine Kreis-
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§5- Feinstruktur der wasserstoff-
dhnlichen Spektrallinien. Unsere obi-
gen Uberlegungen beziehen sich zunichst auf
Atome, die nicht der Einwirkung eines elek-
trischen oder magnetischen Feldes unterwor-
fen sind. Die hier erhaltenen Folgerungen las-
sen sich somit unmittelbar nur soweit sie sich
auf das Auswahlprinzip (12) bezieken, an der
_ Feinstruktur der //-Balmerlinien und der Linien
des ionisierten Heliums (im folgenden stets
als e, - Linien bezeichnet) priifen. Die auf die
Polarisation des von dem Atome ausgesandten
Lichtes beziiglichen Resultate konnen jedoch
in unserem Falle, wo ein duBeres Feld nicht
vorhanden ist, und die stationiren Bahnen mit-
hin keine bestimmte riumliche Lagerung be-
sitzen, zundchst nicht unmittelbar mit der Er-
fahrung verglichen werden. Dies wird erst er-
méglicht, wenn wir in den folgenden Para-
graphen unsere ganze Theorie auf den Fall
des Zeeman- und des Starkeffektes ver-
allgemeinern. In dem ‘zunichst Folgenden be-
sprechen wir die Feinstrukturen.

Beim Ubergange des Elektrons aus der
Quantenbahn 7, m’indie Bahn n, " (m4-m'>
n+n’) miiBte bei Beriicksichtigung des Ein-
flusses der relativistischen Massenverinderlich-
keit, bei AusschluB der Pendelbahnen und bei
Nichtvorhandensein eines sonstigen Auswahl-
prinzipes die entstehende Spektrallinie aus
(m~+m').(n+n") Komponenten bestehen, wie
dies bei der Funkenanregung der Heliumlinie
4686 in der Tat der Fall zu sein scheint.

Zur Bezeichnung der einzelnen Komponen-
ten wollen wir nach Paschen?) und Som-
merfgld? das ganze Liniengebilde zunichst

entsprechend der Vielfachheit der Endbahn in

n—+n Gruppen I, II, IIl, ... teilen und .in
diesen, je nach der Vielfachheit der Anfangs-
bahn, die m -+ m’ Komponenten a, b, ¢, . ..
unterscheiden, beide Male im Sinne wachsender
radialer Quantenzahl (von o bis 7+ #'—1 bzw.
bis m 4 m' — 1) also von der Kreisbahn zur El-
lipse groBter Exzentrizitit hin gezihlt.
Unser Auswahlprinzip

|m—mni=s1

besagt nun offenbar, daB jedemn # hochstens
drei Werte m entsprechen kénnen, d. h. von
allen Linien der Liniengruppen I, II, III, ...
konnen hochstens je drei Linien sichtbar sein.
Dieses  Auswahlprinzip ist offenbar seinem
Wesen nach verschieden von den Sommer-
feldschen Quantenungleichungen, die aus den
Versuchsergebnjissen Paschens abgeleitet

1) F. Paschen, Ann, d. Phys, 50, gor, 1916,
2) A. Sommerfeld, Ann, d. Phys. 51, 1, 1916,

sind. Dennoch werden wir uns gleich an Bei-
spielen iiberzeugen koénnen, daB auch unser Aus-
wahlprinzip — mit Ausnahme jc einer Kompo-
nente der Heliumlinien 4686 und 3203 — prak-
tisch die ,exaktere" Fassung der Sommer-
feldschen Quantenungleichungen zu ersetzen
und demnach sonst im allgemeinen die Pa-
s chenschen Gleichstromfeinstrukturen gut wie-
derzugeben vermag. £ '

In den folgenden, im wesentlichen aus der
Sommerfeldschen Abhandlung entnomme-
nen Figuren sind die durch die ,exaktere"
Sommerfeldsche Quantenungleichung

m > 5’ ausnahmslos giltig,

m > n im allgemeinen giltig
ausgeschlossenen Linien punktiert eingezeichnet,
Linien, die nach der ,griberen' Quantenun-
gleichung

m’ > n’ und m > n adsnahmslos giltig
fortfallen sollten, nach der exakteren aber déch
noch moglich sind, durch einen kurzen Pfeil
angedeutet. Die nach den beiden obigen Quan-
tenungleichungen moglichen Linien sind aus-
gezogen. lhre Linge ist proportional ihrer ver-
mutlichen Intensitit. Eine unter der Bezeich-
nung der Linie angebrachte Ziffer o oder 1 be-
deutet, daB die Linie durch unser Auswahl-
prinzip (12) ausgeschlossen bzw. zugelassen wird.

L 4 & Y
| i
)
l ||§ l I|l
A tha ¢ba dcha decba — v
111 110 t110 - 1100
Ha - H.l! .
Fig. 1.

Wir betrachten zunichst die Balm erserie
des Wasserstoffs. Fir H, (Fig. 1) stimmt
unser Schema mit dem Sommerfeldschen
vollstindig iiberein. Bei Hg (Fig. 1) sollte nach
unserem Auswahlprinzip auch Ia und IIb fort-
fallen. Nach unserem Auswahlprinzip besteht:
iiberhaupt jede Linie der Balmerserie aus
drei Komponenten der Gruppe I und zwei der
Gruppe II. Die Unterschiede gegeniiber den
Sommerfeldschen Quantenungleichungen
sind aber experimentell nicht feststellbar, da die
Einzelkomponenten jeder der Gruppen I und II
bisher nicht aufgelost werden konnten und die
Gruppen I und II nur als je eine Linie beob:
achtet werden, zusammen also ein Dublett geben.
Aber selbst die durch den Ausfall von Kompo-
nenten bedingte Anderung der Dublettweite
diirfte versuchsmiBig kaum feststellbar sein, da
die einzelnen Komponenten in den Gruppen I .
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und II mit wachsender Ordnungszahl der Linien
immer niher aneinander riicken.

Sehr eingehend 1iBt sich dagegen unsere
Theorie an den Feinstrukturen der Hey-Linien
priifen. Diese Linien wurden bekaantlich friiher
als die erste und die zweite Nebenserie des
Wasserstoffs beschrieben und werden ohne Riick-
sicht auf die Relativititskorrektion durch die
Formeln

I (i
v=4N(3~2——”—=§) (16)
1 1
1’241“?(?”'@) (17)
dargestellt. Die Hauptlinie der Serie (16)

(m=4) hat die Wellenlinge 4686 A .-E. Ihre
Feinstruktur (Fig. 2) wurde von Paschen?)
sowohl bei Gleichstrom- als bei Funkenanregung
iberaus sorgfiltig gemessen und bildet eine
der starksten Stiitzen der Sommerfeldschen
Theorie. Mit Ausnahme von I d, wo, im Wider-

1
I i/}

bz

i 4
:

— O —

-
— —
e
— -

O - cmcem.
=T

=

Gleichstrom = i

-
Funhen  E X

spruche mit dem Auswahlprinzip (12), m—n =2,
werden simtliche mit den Sommerfeld-
schen exakteren Quantenungleichungen vertrig-
lichen Linien auch hier durch unser Auswahl-
prinzip zugelassen. Die Tatsache, daB Id im
Gleichstrombilde ganz deutlich (schwach auch
im Funkenbilde) zu beobachten ist und daB fer-
ner im Funkenbilde auch alle anderen nach (12)
nicht zuldssigen Komponenten beobachtet wer-
den, zeigt uns handgreiflich, daB die Bedingun-
gen fiir die Giiltigkeit unseres, fiir ein krifte-
treies Feld strenge Giiltigkeit beanspruchenden
Auswahlprinzipes (12) beim Experimente nicht
immer erfiillt sind. Wir schen den Grund hier-
fiir in einer beginnenden Beeinflussung des
Strahlungsvorganges durch das in jeder GeiBler-
rohre stets vorhandene elektrische Feld, das,
noch zu schwach um die Lage der Linien
merklich zu verdndern, sie gleichwohl wegen

!
i - &
I

E = ’
Fig, 2.

1) F, Paschen, . c.

des beim Starkeffekt giiltigen Auswahlprin-
z2ips schon hervorzurufen vermag [vgl. § 8

Gl. (32)].

1y x
i i‘ i w
H i h
[ ] il
A . e dd [4 e — Y
0 11% 1100 1 1000
Gleichstrom = ; 5 E !

Fig, 3.

Auch bei der zweiten Linie der Serie (16)
(m = 5) mit der Wellenlinge 3203 A .-E. ist die
schwichste beobachtete Komponente I e (Fig. 3)
mit dem Auswahlprinzip (12) nicht vertrig
lich, was wir hier ebenfalls als einen beginnen-
den EinfluB des Starkeffekts deuten. Die
sonstigen aus der Fig. 3 zu entnehmenden
Unterschiede gegen die Sommerfeldschen
Quantenungleichungen lassen sich wohl an den
Paschenschen Beobachtungen kaum kontrol-
lieren. Das gleiche gilt sicherlich auch von den
tbrigen Gliedern der Serie (16) sowie von der
ganzen Serie (17).

§ 6. Uber die Moglichkeit der
Ubertragung unserer Betrachtun-
gen auf den Fall des Zeeman- und
des Starkeffekts. Versucht man auf dem
bereits beschrittenen Wege unsere Theorie fiir
den Zeeman- und Starkeffekt zu verall-
gemeinern, so st68t man zunichst auf eine
Schwierigkeit: Wenn ein AuBeres Feld vor-
handen ist, dann besteht der Satz von der Kon-
stanz des Impulsmoments schon fiir das Atom
allein im Falle des elektrischen Feldes nur
fiir die eine, zur Feldrichtung parallele Kom-
ponente, im Falle des magnetischen Feldes aber
iiberhaupt nicht mehr. In seiner vektoriellen,
dreikomponentigen Form gilt ja dieser Satz
allein fiir Systeme, die nur inneren Kriften unter-
worfen sind. Die hier auftretende Schwierigkeit
steckt jedoch in Wirklichkeit nur in einer fiir
unsere jetzigen Zwecke zu weit gehenden Ideali-
sierung der tatsichlichen Verhiltnisse und sic
ist liberwunden, wenn wir das Atom zusammen
mit den das elektrische oder magnetische Feld
erzeugenden Leitern und Magneten als ein Sy
stem auffassen. Es muB also auch fiir den Fall
des Zeeman- und des Starkeffekts mog-
lich sein, grundsitzlich auf dem gleichen Wege,
den wir bei nicht vorhandenem duBeren Felde
gegangen sind, zu einem Auswahlprinzip und
zu einer Polarisationsregel zu gelangen.

Der eigentliche Weg zur Behandlung des
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Zeeman- und des Stark effekts besteht dem-
nach in dem Grenziibergange aus einem Drei-
korperproblem. Unser Ziel konnen: wir aber
auch bei diesem Vorgehen nur erreichen, wenn
wir iiber die Art des Grenziibergangs und iiber
den Impulsmomentaustausch zwischen Atom
und felderzeugendem Korper wihrend der Aus-
strahlung gewisse Festsetzungen treffen. Wir
versuchen es daher beim Zeeman effekt zu-
nichst (§ 7) mit einem einfacheren Verfahren,
nimlich mit der Annahme, daB das Auswahl-
prinzip und die Polarisationsregel bei Einwir-
kung des magnetischen Feldes ebenso lauten,
wie sie sich aus unseren bisherigen Uberlegun-
gen bei den durch die gleichen Quantenzahlen

bestimmten Ubergingen des Elektrons fur den

- Grenzfall eines ,duBeren magnetischen Feldes
von der Stirke Null" ergeben. Diese Annahme
wird der Erfahrung schon von vornherein
wenigstens insoweit gerecht, als sowohl das
Auswahlprinzip als auch die Polarisationsregel
Dinge betreffen, die beim Zeeman effekt von
der Stirke des magnetischen Feldes vollkom-
men unabhingig sind.

Auf den Fall des S tark effekts lassen sich,
wie wir dies im §8 auseinandersetzen werden,
die obigen einfachen Uberlegungen, was man
schon von vornherein erkennen kann, nicht an-
wenden; hier sind wir gezwungen auf den zuers
angedeuteten Weg zuriickzugreifen.

Im § 8 werden wir ferner auch auf die
Bedeutung dieses prinzipiellen Weges fir den

lall des Zeemaneffekts zuriickkommen und
diec beiden beim Zeemaneffekt moglichen
Wege miteinander vergleichen. :

. 87. Zeemaneffekt. Die Quantelung des
Zeemaneffekts 1Bt sich in dem Falle eines
.magnetischen Feldes von der Stirke Null®
mit Hilfe der ridumlichen Polarkoordinaten?)
¥, @, &, deren Achse §=o0 mit der Richtung
des duferen Feldes zusammenfillt, einfach
durchfilhren. Um eine hinreichend genaue
Quantelung im Falle der nicht verschwindenden
magnetischen Feldstirke zu erzielen, genigt
es dann im wesentlichen, dieses Koordinaten-
system um die Richtung des Feldes © mit der
Winkelgeschwindigkeit

e ®
S m

(¢/m ¢ spezifische Ladung des Elektrons, 9
magnetische Feldstirke) rotieren zu lassen, wo-
bei die Richtungen der Winkelgeschwindigkeit
und des Feldes miteinander ubereinstimmen.

1) Im folgenden richten sich unsere Bezeichnungen
nach A, Sommerfeld, diese Zeitschr. 17, 491, 1916,
Die Quantentheorie des Zeeman- Effektes wurde gleich-
zeitig auch von P. Debye, d'ese Zeitschr. 17, so7, 1916
entwickelt, :

Sind ,, Py, po die den Koordinaten 7, @, &
entsprechenden Impulse, so lauten fiir $=o die
Quantenbedingungen

J‘g;tpd@jﬂ; h, [Dsdd =mngyh, fﬁ,dfzn’h.
‘ (18)

Sie bestimmen Ellipsen von genau den gleichen
Abmessungen, wic unsere friiheren zweidimen-
sionalen Quantenbedingungen

2xp=mnh, fp.dr=nh,
wobei zwischen den ,alten” und den ,neuen”
Quantenzahlen der Zusammenhang '
Be=m, + Mo, ¥ =1
besteht. Durch (18) wird aber auberdem auch
die rdumliche Lage der Ellipsen festgelegt, und -
zwar so, da3 die Normale auf die Ebene der
jeweils durchlaufenen stationiren Bahn mit der
Richtung des magnetischen Feldes den durch .
; e
COS 0t =— —

1
ny + Ny (19)
bestimmten Winkel ¢ bildet. Da demnach cos «
von #’ nicht abhiingt, so sind die zugehdrigen
im ganzen n= n, -+ n, raumlichen Lagen einer
durch die Quantenzahlen n, n’ bestimmten ge-
quantelten Ellipse unabhiingig von n" und allein
durch die azimutale Quantenzahl #, d. h. durch
die Grobe ihres Impulsmoments gegeben. Mit
Riicksicht auf den (nach der klassischen Elek-
tronentheorie bestehenden) nahen Zusammen-
hang zwischen dem Impuls- und dem magne-
tischen Moment ist mithin fiir die rdumliche
Lage der gequantelten Ellipse allein ihr magne-
tisches Moment maBigebend.
Fiir die Energie der Bahn ny,n.n" gilt

‘dann im Falle §==o0 der Ausdruck

Nh-
(ny + 1y + ')
Ist aber das duBere Feld § von Null ver-

schieden, so ist die Energie einer gequantelten
Bahn durch?)

w"—_wo"“;}bxf

gegeben, wo f = || und p, die Projektion des
im rotierenden Bezugssystem rdumlich kon-
stanten Impulsmoments auf die Richtung des
magnetischen Feldes bedeutet. Nun ist p,
seinem Vorzeichen nach ?) positiv oder negativ,

W, =

1) Vgl. A. Sommerleld, diese Zeitschr. 17, 441,
1916, Diese Beziehung wird erhallen, wenn in dem letaz-
ten dort auf S. 493 gegebenen Ausdrucke filr W aus der
dortigen Beziechung (8) das py eingefiihrt wird, » ist im
rotierenden Bezugssysteme die dem Winkel ¢ im ruben-
den Systeme cntsprechende Koordinate. .

2} Vgl. A, Sommerfeld, L c. S. 493, Formel (8)
und beachte die Tatsache, daff das dort benutzte System
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je nachdem das Elektron um die positive Rich-
tung des magnetischen Feldes im Sinne einer
Rechts- oder Linksschraube sich bewegt. Da
das stets positive Phasenintegral /p,dyx=mn,h
im- Sinne des umlaufenden Elektrons zu neh-
men ist, so gilt offenbar:

+!m
dfpzdx=+z:r-f:x=n1h

wenn y und mithin p, positiv sind und
-in

:fﬁxldxﬁ— 2x-py=mnh

wenn y und mithin $, negativ sind.
Es wird daher
W= woiﬁﬁ f
: 47
wo das obere oder untere Zeichen gilt, je
nachdem das Elektron um die Richtung des
Feldes im Sinne einer Rechts- oder Links-
schraube liuft. Die Schwingungszahlen der in
einem magnetischen Felde ausgesandten Linien
werden daher durch:
N — : e T : - +
(0 + my + ') (my g+ ) —
e
shas e i
to s m—m)  (20)
gegeben, wobei beziiglich der Wahl des Vor-
zeichens die obige Festsetzung zu beachten ist.
Wir kehren nun zur Betrachtung des Falles
9 =o zuriick und wollen hier die Uberlegun-
gen des §2 mit Riicksicht auf die rdumliche
Quantelung weiter fortfiihren.
Zunichst betrachten wir den Fall, wo

m— i =(my + my) — (n; +n)=+1 (21)
ist. Da hier nach §2 die Anfangs- und die

Endbahn in der gleichen Ebene liegen, so muB3
nach (19)

P =

y "y

— = 22

oty My oy t2)

sein. Den Gleichungen (21) und (22) wird zu-

nichst offenbar entsprochen durch
Iﬂl == ml =0

Uy — 1y = + 1, 1338

d..h. Anfangs- und Endbahn liegen in einer

Ebene durch die Richtung des magnetischen

Feldes. Setzt man nun n, 4 o und m, 4 o vor-

aus, so folgt aus (21), indem man dort aus (22)

my -+ my oder n,+ n, einsetzt:

) B g — ) T

1 1

(my —ny =+ 1,

von riumlichen Polarkoordinaten so beschaffen ist, daB
der Richtung des magnetischen Feldes § == o0 ein An-
wachsen des Winkels ¥ durch eine Rechtsschraube zu-
yeordnet ist,

was nur fiir

[ﬂg =My =0

‘lml —’3-1=j: 1 (zsb)
moglich ist. Dies bedeutet aber mit Riicksicht
auf (19), daB die Anfangs- und Endbahnen des
Elektrons jetzt in der Ebene senkrecht zur Feld-
richtung liegen. Beachten wir noch die fiir
m—n=++11im §3 erhaltenen Ergcbnisse, so
kionnen wir sagen: Bei Beriicksichtigung der
raumlichen Quantelung wird im Falle m—n=+1
rein zirkular-polarisiertes Licht ausgestrahlt, wo-
bei die Anfangs- und Endbahn, sowie die zir-
kulare Bahn des Ersatzelektrons alle in der
gleichen Ebene liegen, die entweder durch die
Richtung des magnetischen Feldes geht
(Fall 23a) oder zu ihr senkrecht. steht (Fall 23b).
Der Fall (23b) entspricht den beiden duberen,
im Langseffekte zirkular-polarisierten Zeeman-
komponenten. Der Fall (23a) kann aber in
Wirklichkeit nicht vorkommen. Thm entspricht
ja die mittlere Triplettkomponente und diese
miiBte, wenn (23a) auftreten sollte, sowohl im
Langs- als auch im Quereffekt, und zwar un-
polarisiert bzw. nur teilweise polarisiert beob-
achtbar sein.

Fig. 4.

In dem noch zu betrachtenden Falle

m = n = (my + Mmy) = (n; +ny)=o0 (24)
muB nach (14) der von den Ebenen der An-

fangs- und der Endbahn eingeschlossene Win-
kel & der Ungleichung
I

cosd=>1— Tl (25)
entsprechen. Bezeichnen wir mit ¢ uhd g die
Winkel, die die Normalen ON; bzw. ON, (vgl.
Fig. 4) auf die Ebenen der Anfangs- und der
Endbahn mit der Richtung OM des Feldes
einschlieBen und mit ¢, den Winkel, den die
Projektionen dieser Normalen auf die Ebene
senkrecht zum Felde miteinander bilden, so ist

7 m
cosg=——2>—, cosf=— L

.. 5 Y
7y + M, My -+ my (26)

 und aus dem Dreiecke N; N, M folgt

cos & = cos a cos §# + sin & sin § cos @, .
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(25) gibt somit
mmi+ Vil —mVm “micosgy | 1

n? Ea 2 n?
oder umgeformt: '
— () (0" — ) sin? gy — - >

> n?((n, —m)t — 1] 4 myomy. (27)

Diese Ungleichung kann nur fiir
By — M =0
erfiillt sein.
Da nimlich stets #, und m, gleiches Zeichen
haben und mithin
%y My =0
ist, so miiBte nach (27)
| 0> n? [(n, — my)t — 1]
gelten, was offenbar nur fiir
"y — " =0 (23¢)
bestehen kann. Aus (24) und (26) folgt dann
aber a=@, d. h. fiir den Fall, daB sich bei
der Strahlung des Atoms sein Impulsmoment
nicht indert, liegen die Ebene der Anfangs-
und der Endbahn unter dem gleichen Winkel
zur Richtung des magnetischen Feldes geneigt.

Damit ist aber noch nicht gesagt, daB die

beiden Ebenen miteinander auch zusammen-
fallen. Daher sind die Polarisationsverhiltnisse
durch die bisherigen Voraussetzungen noch
nicht bestimmt und selbst aus der ad hoc
gemachten Annahme, daB die Anfangs- und
Endbahn in der gleichen Ebene liegen, folgt jetzt
nur (vgl. § 3), daB unser harmonisch schwingen-
des Ersatzelektron rein linear-polarisiertes Licht
aussendet (was ja beim Z ee man effekt in Wirk-
lichkeit zutrifft), ohne daB wir aber die rium-
liche Lage der Geraden, ir der unser Ersatzelek-
tron schwingt, irgendwie festlegen kénnten. Wir
bemerken noch, daB auch aus der Voraussetzung
m—n=o0 eindeutig als Folgerung m,—n,=o0
sich ergibt. _

Die obigen fir § =o abgeleiteten Ergeb-
nisse sollen nun durch die schon frither an-
gekiindigte Annahme, daB sie auch in einem
magnetischen Felde von nicht verschwindender
Feldstirke unverindert bestehen bleiben, auf
den wirklichen Fall des Z e em an effekts iiber-
tragen werden. Nach der von Sommerfeld
und Debye entwickelten Theorie sollten nach
(20), wie bekannt, neben dem beobachteten Tri-
plett noch weitere in Wirklichkeit nicht beob-
achtete Linien auftreien, namlich falls in (20)
|my—ny|>1 gesetzt wird. Selbst durch die
Sommerfeldschen Quantenungleichungen
kann diese Diskrepanz in der B alm e rserie nur
bei H; behoben werden. Nach unseren Annah-
men ist dagegen (vgl. 23a, b und ¢).

[y —my =1
und von der in (20) enthaltenen Mannigfaltig-
keit von Linien kann daher nur das nor
male Triplett auftreten. Weiter ergibt sich
jetzt im Falle m; —ny=+1, d. h. im Falle
der beiden duberen Triplettkomponenten in woll-
stindiger Ubereinstimmung mit der Erfahrung
nach (23 b) eindeutig die Erklarung der Tatsache,
daB diese beiden Komponenten durch eine zir-
kulare Schwingung des Ersatzelektrons zu-
stande kommen. Selbst der Sinn der zirkularen

A E

171,

A E E E

A Jmpulsmoment dex Atems ver der Awsstrablng
E Jmpaismomset des Aloms asch der Aussiroang

2 Jmpelsmamen! der avspesiratives Welle

T Richuny des magnetisehoo failves

Burch Peile ist dor Uimtputision der Blehranen angedeotet

Fig. 5.

Polarisation a8t sich aus unseren Annahmen
vorhersagen. Nach (20) wird nidmlich beim
Ausstrahlen der nach Violett hin gelegenen Tri-
plettkomponente fiir den Fall, daB das Elek-
tron die Feldrichtung im Sinne einer Rechts-
schraube umkreist, der Absolutbetrag des Im-
pulsmoments unseres Atoms beim Elektronen-
iibergange abnehmen, im Falle einer Umkrei-
sung im Sinne einer Linksschraube aber zu-

nehmen. Das Impulsmoment der ausgestrahl-
ten Welle hat dann in beiden Fillen die Rich-
tung des magnetischen Feldes § (vgl. Fig. 5a
u. 5b). Nach der Beziehung (4) wird ein so
gerichtetes Impulsmoment von einem Ersatz-
elektron ausgestrahlt, dessen Umlaufssinn der
Feldrichtung durch eine Rechtsschraube zuge-
ordnet ist und das mithin einem entgegen der
Richtung der Kraftlinien blickenden Beobachter
rechtszirkulares Licht zustrahlt. Wir bemerken
noch, daBl im Falle der Fig. 5a die Umlaufs-
richtung des Elektrons in der Anfangs- und
Endbahn mit der Umlaufsrichtung des strahlen-
den Ersatzelektrons identisch ist, daB dies
in der Fig. 5b aber nicht mehr zutrifft. Die
Umlaufsrichtung des Elektrons in den statio-
niren Bahnen und die des Ersatzelektrons sind
hier einander entgegengesetzt gerichtet. Bei
der gegen das Rot hin gelegenen iuBersten
Triplettkomponente ist naturgemiB der Sinn
der Polarisation der entgegengesetzte. Diese
Ergebnisse sind in Ubereinstimmung “mit der
Beobachtung (vgl. etwa M. Abraham, Theo-
rie der Elektrizitit, Bd. 2, 3. Aufl.”'S. 73).
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Nicht ebenso befriedigend sind die Ergeb-
nisse unserer Theorie fiir die mittlere Triplett-
komponente, d. h. fiir den Fall m,—n, =0, wo
— wie schon oben bemerkt wurde — die Polari-
sationsverhiltnisse nur bei Anwendung weiterer
Hilfsannahmen bis auf eine kleine Liicke fest-
gelegt werden kénnen (s. o. Formel 23 a und c).

Wir bemerken jedoch, daB wir auch beim
Zeemaneffekt den Weg iiber das Dreikérper-
problem grundsitzlich fiir richtiger halten. Nur
die Beriicksichtigung der Impulsmomente der
samtlichen Faktoren, welche zusammen ein nur
inneren Kriften unterworfenes System bilden,
rechtfertigt die Benutzung des Satzes von der
Erhaltung des Impulsmoments. Aus dem Grenz-
fall §=o liBt sich in Strenge fiir §= o nichts
extrapolieren. In der Tat stimmen auch die
jetzt erhaltenen Ergebnisse mit jenen, die wir
auf dem Wege iiber das Dreikérperproblem

. erhalten (vgl. § 8), nicht ganz iiberein.

§8. Starkeffekt. Wir wollen hier zu-
nichst kurz zeigen, daBl eine formelle Anwen-
dung der beim Zeemaneffekt benutzten Ge-
dankenginge beim Starkeffekt schon aus
theoretischen Griinden nicht durchfiihrbar ist
und in der Tat am Widerspruche mit der
Erfahrung scheitert. Sodann soll der zum Ziele
fiilhrende Weg beschritten werden.

Wir beginnen damit, daB wir an einige
Ergebnisse der Theorie von Epstein!) und
Schwarzschild?) erinnern. Die Quante-
lung unseres Problems gelingt in einem System
von rdaumlichen parabolischen Koordinaten. Liegt
etwa x in der Richtung des elektrischen Feldes
und ist y die Entfernung von der x-Achse,
so bilden x, y und ein Winkel ¢ ein System von
Zylinderkoordinaten und die parabolischen
Koordinaten &, 5, @ werden dann durch die
Beziehung ' :

: : I .
x+‘}'_'2‘{§+”?)2: == Ip
gegeben.

Sind nun my, my, mg bzw. ny, n,, ny die den
Koordinaten §, 7, ¢ entsprechenden Quanten-
zahlen der Anfangs-, bzw. Endbahn, so wer-
den in einem elektrischen Felde von der Feld-

stirke F von einem H-Atom die Linien
&+

I I ?
"= (4 b G A
3h 5
R Ty (28)
Z =(my 4 my + my) (m, — ) —
— (1) + 1y + ng) (ny; — n,)

emittiert.

1) P, Epsteiu, Ann, d, th{g, 50, 489, 1916,
2) K. Schwarzschild, Berl., Ber. 1916, S, 548.

w

Beim Grenziibergange £ =o liefert (28) un-
mittelbar die Balmersche Formel mit Ver-
nachlissigung der Relativititskorrektion. Die
fiir £=o0 sich hier ergebenden stationiren
Bahnen sind aber geometrisch durchaus von
den ,richtigen" verschieden, die bei der Quan-
telung mit Hilfe der ebenen Polarkoordinaten
7, @ und mit Riicksicht auf die Relativitit
erhalten werden. Damit im Einklange steht
die Tatsache, daB das Impulsmoment P einer
solchen in parabolischen Koordinaten gequan-
telten Ellipsenbahn fiir F=o jetzt durch

p* _ {("'1 + ng) (s + ng) + nym,—  (29)

:;——J-z—s

- z Vg n, (ny + #g) (Mg + #4) cos § VZ;‘I}

gegeben* wird, wo 4 die Energie und §'!) eine
durch die Quantenzahlen nicht niher bestimmte
Konstante bedeutet. $ hat somit iiberhaupt nur
in dem Fall, wo #, oder n, verschwindet, einen
durch. Quantenzahlen eindeutig festgelegten
Wert und ist im allgemeinen kein ganzzahliges

Viélfaches von — -
27

Sucht man nun die Uberlegungen des §2 -
formell auf die jetzigen Verhiltnisse (und zwar
zunichst wie beim Zeemaneffekt fiir E =0)
zu iibertragen, so scheitert man vor allem schon
an dem Vorhandensein von Sonderfillen, wo
bei einem Elektroneniibergang sich $ um Viel-

! : ;
fache von ;% andert, die groBer als 1 sind,

was offenbar nicht zulissig ist. So kann z. B.
die Z=18 entsprechende stirkste $-Kompo-
nente von H,?) allein nur durch den Uber-
gang des Elektrons aus der Anfangsbahn
my=4, Mmy=o0, my=1 in die Endbahn n,=1,
ng=0, ry=1 zustande kommen. Nach (29)
muB3 dabei. das Impulsmoment des Atoms
im Grenzfalle, wenn E =o ist, von

p=2vs wi p=tyi o

abnehmen. Nun ist aber die Polarisation dieser
Linie nach den Beobachtungen Starks?) im
Langs- und Quereffekt eine solche, wie sie im
Bilde der klassischen Theorie einem Elektron
entspricht, welches parallel dem elektrischen
Felde schwingt, und es diirfte demnach
das Atom bei der Ausstrahlung dieser Linie

*sein Impulsmoment iiberhaupt nicht #ndern,

im Widerspruche mit (30).
- Selbstverstindlich. diirfen wir iiber dieses

1) Vgl. P, Epstein, L c. 5. 496.

2) VgL P. Epstein, L, ¢ S, g1z

3) J. Stark, Elektrische Spektralanalyse chemischer
Atome, Leipzig 1914, vgl. S. 33. e
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Versagen des jetzt versuchten Weges nicht wei-
ter staunen. Wie wir schon oben bemerkt
haben, ergibt zwar die Epstein-Schwarz-
schildsche Quantelung im feldlosen Falle
E=o fiir die stationiren Bahnen bekanntlich
die richtigen Energiewerte; die Bahnen und die
hier den Bahnen zugeordneten Impulsmomente
(29) sind jedoch offenbar falsch. Sie wider-
sprechen nidmlich der fir £=o0 mit Hilfe der
ebenen Polarkoordinaten r, g erhiltlichen (und
wie von P. E pstein wiederholt betont wurde
auch beim Starkeffekt fiir £ =o eigentlich rich-
tigen) Quantelung, die allein den Forderungen
des Relativititsprinzips und damit der Fein-
struktur entspricht. Es ist daher vollstindig
einleuchtend, dall wir aus der fur £ =o0 fal
schen Quantelung durch Extrapolation auf
E + o ein richtiges Resultat nicht erhalten kon-
nen. Um auf dem jetzt beschrittenen Wege zum
Ziele zu gelangen, mifiten wir von der bisher
nicht durchgefiithrten Quantelung des Stark-
effekts . bei Beriicksichtigung des Relativitits-
einflusses ausgehen. Aulerdem bleibt natiirlich
gegen den oben betrachteten Weg nach ungeren
allgemeinen Gesichtspunkten (vgl. § 6 und das
iilber den Zeema n effekt im § 7 Gesagte) auch
hier der Einwand voll zu Recht bestehen, daB
Schliisse auf die Polarisation des ausgesandten
Lichtes nur mit Riicksicht auf das Impulsmo-
ment aller an dem Systeme beteiligten Fak-
toren gemacht werden diirfen.

Eine Uberecinstimmung der Beobachtungcn
am Starkeffekt mit unseren allgemeinen .Be-
trachtungen 1iBt sich aber in der folgenden
Weise erzielen. Wir denken uns zunichst, daB
der das elektrische Feld erzeugende Korper
sich im Endlichen befindet, eine endliche Masse
besitzt und frei beweglich ist. Elektron, Kern
und felderzeugender Korper bilden dann ein
nur inneren Kriften unterworfenes System, des-
sen Impulsmoment sich zeitlich nicht #ndert.
Von diesem ,wirklichen Falle aus gelangen
wir dann, indem wir den felderzeugenden Kor-
per immer weiter vom Atom wegriicken und
dabei die Ladung des Korpers entsprechend
anwachsen lassen zu dem von Epstein und
Schwarzschild rechnerisch behandelten
Grenzfalle des Starkeffekts. Uns handelt es
sich vor allem darum, den Beitrag des un-
endlich fernen, felderzeugenden Korpers zum
Impulsmomente & des gesamten Systems
»Atom -+ felderzeugenden Korper” im Grenz-
falle festzustellen. Dies kann durch eine ein-
fache Rechnung oder noch einfacher durch eine
Uberlegung erschlossen werden. Zweifellos
liBt sich unser Grenzilbergang so einrichten,
daB im Grenzfalle § einen endlichen Wert
hat. Bekanntlich ist nun das Impulsmoment

unseres, dem Einflusse des elektrischen Feldes
unterworfenen Atoms nur in seiner zur Feld-
richtung e parallelen Komponente zeitlich kon-
stant, wihrend es in der dazu senkrechten zeit-
lich veranderlich ist. Da nun 3§ konstant ist,
so mub mithin im Grenzfalle das Impuls-
*moment des felderzeugenden Kérpers in seiner
zu ¢ senkrechten Komponente zeitlich verander-
lich (indem es das veridnderliche Impulsmoment
des Atoms kompensiert) und in seiner zu e par-
allelen Komponente zeitlich konstant sein. Da
noch, wie eine nihere Abschitzung zeigt, im
Grenzfall bei einer ins Auge gefaBten Bewe-
gung des Atoms das Impulsmoment des feld-
erzeugenden Korpers nur bis auf einen kon-
stanten Beitrag bestimmt ist, so konnen wir
sagen: Die zur Feldrichtung ¢ parallelen Kom-
ponenten der Impulsmomente von Atom und
felderzeugendem Korper stehen wihrend der
Bewegung des Atoms in keiner Wechsel-
beziehung zueinander und haben voneinander
unabhingige, zeitlich konstante Werte.

Diese letzterwihnte Tatsache legt uns die
fiir das Folgende grundlegende Annahme nahe,
daB auch wihrend eines Elektroneniibergangs
die zur Feldrichtung e parallele Komponente
des Impulsmoments vom felderzeugenden Kor-
per ungeéindert bleibt. Die Anderung der in die
Feldrichtung e fallenden Komponenten des ge-
samten Impulsmomentes $ ist dann bei einem
Elektroneniibergang gleich der Anderung der
zu e parallelen Komponente des Impulsmoments
des Atoms. Da nun diese GriBe nach Ep-
stein vor, bzw. nach dem Elektroneniiber-

gang gleich m, j_x bzw. n, :—; ist, so ist nach

der jetzt gemachten Voraussetzung die Ande-
rung der in die Richtung von e fallenden Kom-

ponente von ¥ bei einem Elektroneniibergang
durch
h

(ms — ”s)a (31)

gegeben.
Betragt nun der Absolutbetrag des Impuls-
moments JF vor bzw. nach der Ausstrahlung

h .
m — bzw. # —, wo m und n jetzt eventuell
27 27

nicht mehr ganze Zahlen seir# werden (solange
die Quantelung des Dreikérperproblems nicht
durchgefiihrt ist, 14Bt sich dariiber nichts Be-
stimmtes aussagen), so folgt jetzt aus dem §2,
da die dortigen Schliisse keineswegs an der
Ganzzahligkeit von m und z hingen, ebenso
wie dort
|m—n|=1,

d. h. die Anderung des Absolutbetrages des ge-
samten Impulsmoments § kann bei der Aus-
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strahlung hochstens % betragen. Da aber bei

dem Elektroneniibergang die Anderung der in
die Richtung von ¢ fallenden Komponenten
héchstens gleich dem Absolutbetrage der hichst-
zuldssigen gesamten Anderung dieses Vektors
sein kann, so erhalten wir jetzt aus (31), daB

[mg —my | <1

ist, d. h. es besteht fiir die Versuchsbedingungen
des Starkeffektes das nachstehende

Auswahlprinzip: Ein Ubergang des
Elektrons aus einer stationdren Bahn m,, m., m,
in eine andere n,, n,, 1z (M, -+ my + my >n,4
+ ny+-n3) kann bei Vorhandensein eines duBeren
elektrischen Feldes nur so erfolgen, daB sich
dabei die Quantenzahl m; héchstens um eine
Einheit andert, d. h.

mﬂ_"ﬂ'ﬂz + IJ 0,_- I.

(32)

Wir bemerken gleich, dal man in der Tat
feststellen ) kann, daB bei allen beim Stark-
effekt beobachteten Linien stets solche Uber-
igdnge vorhanden sind, wo die Quantenzahl
my sich héchstens um eine Eins idndert, d. h.
unser Auswahlprinzip widerspricht nicht der
Erfahrung.

Nunmehr gehen wir zur Besprechung der
Polarisationsverhiltnisse iiber. Bekanntlich hat
E pstein empirisch eine Polarisationsregel auf-
gestellt, die sich ausnahmslos bewihrt hat und
folgendermaBen lautet:

Bei allen Elektroneniibergangen, wo my—n,
eine gerade, bzw. ungerade Zahl ist, erscheint
bei Beobachtung des Quereffektes (d. h. senk-
recht zu den Kraftlinien) die entstehende Licht-
welle so polarisiert, als ob sie (im Bilde der
klassischen Theorie) von einem zur Feldrich-
tung parallel, bzw. senkrecht schwingenden
Elektron (p- und s-Komponenten) herriihren
wiirde. '

Nach unserer Bemerkung zum Auswahl-
prinzip ersetzen wir hier zunéchst die Epstein-
sche Alternative: m;—n; gerad- oder ungerad-
zahlig durch die Alternative: m;—n, gleich o
oder gleich + 1. Fiirden Fall mg—un; = + 1 gelten
dann bei allen in §2 benutzten Ungleichungen
die Gleichheitszeichen ; die Anderung des gesam-
ten Impulsmomentes & hat hier den héchstzu.
lissigen Betrag h/zx, erfolgt in der Richtung
e des Feldes (da ja hier die hdchstzulissige
Anderung von J schon in der Richtung e der
einen Komponente vor sich geht, muB die
Richtung der ganzen Anderung eben mit der
Richtung dieser Komponente zusammenfallen),

1) Herr P. Epstein hatte die Freundlichkeit, die
Richtigkeit dieser Behauptung an der Hand seiner Aul-
zeichnungen zu priifen.

und unser Ersatzelektron muB rein zirkular-
polarisiertes Licht ausstrahlen, wobei es sich
in der Ebene senkrecht zu den Kraftlinien
bewegt. Damit ist offenbar die eine Hilfte der
Epsteinschen Regel bewiesen. Fiir den TFall
Mmy—ng =0 kénnen wir zur Erklirung der E p-
steinschen Polarisationsregel nur durch die
ad hoc gemachte Zusatzhypothese gelangen,
daB sich fir mg—n;=o0 iiberhaupt das Im-
pulsmoment unseres gesamten Dreikérper-
systems nicht d&ndert. Unser harmonisch schwin-
gendes Ersatzelektron mufl dann (vgl. §3) rein
linear-polarisiertes Licht aussenden, wobei aber
die Richtung der Geraden, in der das Ersatz
elektron sich bewegt, noch unbestimmt bleibt.

Unsere Theorie fordert aber auch, daB alle
Linien, fiir die mg—n,=-+4 1 ist, d. h. dab alle
s-Komponenten des Quereffekts auch im
Lingseffekt (d. h. in der Richtung der Kraft-
linien) sichtbar sind. Diese Linien werden nim-
lich durch ein in der Ebene senkrecht zur
Feldrichtung zirkular schwingendes Ersatzelek-
tron ausgesendet. Dariiber hinaus koénnen wir
aber noch behaupten, daB im Lingseffekt diese
Linien unpolarisiert crscheinen miissen. Jetzt
wird zwar einer bestimmten Komponente der
durch das elektrische Feld zerlegten Spektral-
linie im allgemeinen ein Wert mz—z= -+ 1
oder — 1 eindeutig zugeordnet und damit bei
jeder Komponente eindeutig féstgelegt, ob das
Impulsmoment des Atoms, wenn sie ausge-
strahlt wird, dem absoluten Betrage nach, ab-
oder zunimmt; da hier aber die Energic des
Elektrons (im Gegensatze zum Z e e m a n effekt)
von seinem Umlaufssinne um die Feldrichtung
vollstindig unabhingig ist, so kann hier bei
einer ins Auge gefaBten Komponente diese Im-
pulsmomentinderung im oder entgegen dem
Sinne des Feldes erfolgen, je nach dem Sinne,
in dem das Elektron in der Anfangs- oder
Endbahn liuft. Dies bedcutet aber, daB bei
jeder Komponente im Lingseffekt sowohl
rechts als auch links zirkulares Licht ausge-
strahlt werden kann und daher diese Linien
im Lingseffekt unpolarisiert erscheinen miissen.
Dies wird durch die Beobachtungen Starks?)
vollstindig bestitigt.

Das Auswahlprinzip (32) enthilt im Gegen
satze zum Auswahlprinzip (12) keine Fest
setzungen tber den Betrag der bei einem Elek-
troneniibergange stattfindenden Anderung des
gesamten Impuismoments des Systemes , Kern
+ Elektron”. Darin liegt eine Méglichkeit, die
teilweise Nichtiibereinstimmung von (12) mit
den beobachteten Feinstrukturen (vgl. §5) zu
erkliren. Ist ndmlich ein duBeres, wenn auch

1) J. Stark, 1, ¢ 8. 33.
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noch so schwaches elektrisches Feld vorhanden,
so kommt es nicht mehr auf die Anderung des
gesamten Impulsmoments an, sondern nur auf
die Anderung seiner zur Feldrichtung parallelen
Komponente. Diese kann aber, wenn nur die
Anfangs- und Endbahn des Elektrons gegen
das Feld entsprechend geneigt sind, sehr wohl
entsprechend der Ungleichung (32) kleiner
als A/2x sein, wihrend z. B. wie bei der

Komponente I1d der Hey-Linie 4686 AE |

die Anderung des gesamten Impulsmoments
§5). Allerdings handelt

es sich hier, solange wir nicht eine Theorie des
Starkeffekts mit Beriicksichtigung des Rela-
tivititseinflusses haben, vorldufig nur um eine
unbewiesene, wenn auch sehr wahrscheinliche
Vermutung.

Wir konnen jetzt auch sofort iibersehen,
zu welchen Resultaten beim Zeemaneffekt
das hier eingeschlagene Vorgehen fiihrt. Wiabh-
rend wir in §7 in den dortigen Bezeichnungen
das Auswahlprinzip
|m—mn | <1 und gleichzeiig |m; — 0, | <1
hatten, tritt jetzt an dessen Stelle allein die
Forderung

: h
leich 2 — ist L.
gleic les (vg

| my—mn, | <1,

ohne daB gleichzeitig m—n irgendwelchen Ein-
schrankungen unterworfen wire. Dadurch wird
vor allem die Zahl der Entstehungsmoéglich-
keiten der Triplettkomponenten, insbesondere
die der beiden duBersten (s. u.), erheblich ver-
mehrt. Die Aussagen des § 7 iiber die Polari-
sationsverhiltnisse bleiben dabei vollinhaltlich
bestehen.

Die Frage, welcher von den beiden, beim
Zeemaneffekte eingeschlagenen Wege der
richtigere ist, 1aBt sich, bevor das Dunkel des
Ausstrahlungsvorganges noch nicht aufgehellt
ist, eigentlich nicht abschlieBend beantworten.
Grundsitzlich fiir richtiger (vgl. § 6 und den
letzten Absatz des § 7) halten wir das beim
Starkeffekt angewandte Verfahren. Doch
auch die Intensititsverhdltnisse im Zeeman-
Triplett scheinen diese Ansicht zu stiitzen. Nach

§ 7 sollte ndmlich die Intensitit der mittleren

| Triplettkomponente im Vergleiche zu den bel-

den duBeren Komponenten mit der Ordnungs-
zahl der zerlegten Balmerlinie wachsen und
im allgemeinen noch gréBer sein als 2:1, w:e
dies wirklich beobachtet wird. Es kommen ja
nach § 7 fiir die Erzeugung der beiden duBeren
Triplettkomponenten nur jene Quantenbahnen
in Betracht, die in der Ebene senkrecht zur
Feldrichtung verlaufen, wiilirend die die mitt-
lere Komponente liefernden Bahnen eine be-
liebige durch Quantenzahlen festgelegte Orien-
tierung haben konnen. Die Zahl der Ent-
stehungsmoglichkeiten der mittleren Kompo-
nente ist daher im allgemeinen um vieles groBer
als die der beiden AuBeren zusammengenommen.

Das beim Starkeffekt angewandte Ver-
fahren zur Quantelung schrinkt aber auch beim
Z e e m a n effekte bei keiner Triplettkomponente
die rdumliche Orientierung der gequantelten
Anfangs- und Endbahnen?!) ein.

Zusammenfassung.

Aus der Forderung, daB beim Ubergang
des Elektrons aus einer stationdren Bahn in
eine andere das vom Atome verlorene Im-
pulsmoment in der ausgestrahlten Welle sich
vollstindig wiederfindet, wird ein Auswahl-
prinzip erhalten, dem praktisch die Som-
merfeldschen Quantenungleichungen gleich-
wertig sind. Die Verallgemeinerung der Theo-
rie fiir den Fall des Zeemaneffekts erklirt
vor allem das Nichtauftreten der nach der
Sommer feld-Debyeschen Theorie zu er-
wartenden, beim Versuche aber nicht beob-
achteten iiberzihligen Komponenten. SchlieB:
lich kann beim Zeeman- und Stark effekt
eine an der Erfahrung sich bestitigende, wenn
auch gicht ganz vollstindige Polarisations-
rege.l angegeben werden. .

A 31] Vg] hu:rm A, Sommerfeld, Minchner Ber. 1917,

= 93
Minchen,
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